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RESUMEN

En las ultimas décadas se han realizado grandes avances en los métodos de elementos finitos, tanto
practicos como analiticos. Estos avances son relevantes para sus aplicaciones en sismologia. Dos
métodos en particular que han atraido la atencién de investigadores en el drea de sismologia numérica
y computacional son: el de elementos espectrales y el de Galerkin discontinuo, por las ventajas que
ofrecen para discretizar un medio heterogéneo y obtener sismogramas sintéticos con un orden elevado de
precision. En este articulo se describen estos métodos, se presentan los principales resultados del
analisis de precision y estabilidad numérica y se muestran sismogramas sintéticos para el problema de
Lamb. Con base en los resultados analiticos y numéricos, concluimos que los métodos de orden 4 6
superior tienen minima dispersién y anisotropia numérica, por lo cual son ideales para propagaciones
numéricas de gran escala. La razén de muestreo puede ser de hasta 4 6 5 nodos por longitud de onda.

INTRODUCCION

En las ultimas cinco décadas se ha investigado 3. Los que evaltuan las derivadas espaciales y
intensamente la aplicacién de distintos métodos temporales de la ecuacion de onda a través
numéricos para la propagacion de ondas sismicas. de series de Taylor truncadas, como el
La principal motivacion de esto es el hecho de que método de diferencias finitas con mallado
no existen soluciones analiticas para modelos simple (Alterman y Karal, 1968; Alford et al.,
geofisicos de interés, por ejemplo, modelos con 1974; Kelly et al., 1976) o el de diferencias
una distribucidén arbitraria de heterogeneidades finitas con mallado intercalado (Madariaga,
o con topografia. La mayoria de los métodos 1976; Virieux, 1984, 1986), y

numeéricos para propagacion de ondas que se
han utilizado hasta ahora se pueden clasificar en
alguna de las siguientes categorias:

4. Los que discretizan alguna forma débil de
la ecuacion de onda, como el método de
elementos finitos (FEM, por sus siglas en

1. Los que utilizan alguna aproximacion inglés) (Lysmer y Drake, 1972; Smith, 1975;
asintotica de la ecuacion de onda, como el Marfurt, 1984) o el de volumen finito (Dormy
método de trazado de rayos (Cerveny, 2001; y Tarantola, 1995; Dumbser et al., 2007a).

Madrid, 2008),
Describir los méritos y limitaciones de cada uno

2. Los que aproximan las derivadas espaciales de estos métodos queda fuera del alcance de los
en la ecuacion de onda a través de la objetivos de este articulo. Para una descripcién
transformada de Fourier, como el método de todos estos métodos, ver Carcione et al.
pseudoespectral (Kosloff y Baysal, 1982; (2002). Basta decir que los métodos basados en
Fornberg, 1987), la ecuacién de onda, como el pseudoespectral,

el de diferencias finitas y el de elementos
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finitos, tienen la ventaja de que incluyen en
las simulaciones las ondas directas, reflejadas
(incluyendo reflexiones multiples), transmitidas,
convertidas, refractadas, difractadas y
superficiales. Asimismo, los métodos que utilizan
directamente la ecuacién de onda, como los de
diferencias finitas y elementos finitos, ofrecen
mayor flexibilidad para incluir heterogeneidades
en el modelo y para incorporar cualquier tipo
de condiciones de frontera. En particular, el
FEM ofrece la mayor flexibilidad para utilizar
discretizaciones que se apegan a la topografia
y a las discontinuidades de los parametros del
modelo fisico.

En este articulo enfocaremos nuestra atencién en
los FEM, y en particular en los de orden superior.
Aunque los FEM han sido utilizados en sismologia
desde finales de los afios sesenta (Chopra et al.,
1969), la popularidad de este tipo de métodos
fue en un principio muy limitada debido a que
las versiones propuestas (Lysmer y Drake, 1972;
Smith, 1975) tenian una precision limitada y
consumian considerablemente mas recursos
computacionales que las implementaciones de
diferencias finitas. La precision de estos métodos
ha sido estudiada en Mullen y Belytschko
(1982) y en Marfurt (1984) en funcion de su
dispersion numérica. Mullen y Belytschko (1982)
estudiaron la dispersion numérica del FEM con
diferentes tipos de elementos y concluyeron
gue los rectangulares introducen un minimo
de dispersion. Por su parte, Marfurt (1984)
compard el FEM con el de diferencias finitas y
concluyd que el error por dispersion numeérica
de ambos métodos es comparable. Sin embargo,
en el FEM es necesario obtener la inversa de
una matriz, conocida como la matriz de masa,
en cada paso de las iteraciones, para avanzar el
sistema en la dimensidon temporal. Este autor
propuso diferentes estrategias para superar estas
limitaciones, por ejemplo resolver el sistema en
el domino de la frecuencia, utilizar una matriz
de masa diagonalizada o una combinacion de las
matrices de masa consistente y diagonalizada,
pero los resultados no fueron alentadores. En
una continuacién de este analisis (Marfurt, 1990)

también considerd el efecto en la dispersion
numérica que resulta de utilizar polinomios
de orden superior para las aproximaciones y
concluyd que esto introduciria ondas espurias
gue contaminarian aun mas los resultados. Por
otro lado, la popularidad de los métodos de
diferencias finitas se incrementaba por la llegada
del método de mallado intercalado (Virieux,
1984, 1986; Levander, 1988), el cual reduce
drasticamente la dispersién numérica (Moczo et
al., 2000).

A pesar de todo esto, la flexibilidad del FEM
para discretizar geometrias complicadas siguid
atrayendo a investigadores en el drea de
sismologia de terremotos. Por ejemplo, Bao et
al. (1998) realizaron una implementacion a gran
escala de este método para simular eventos
sismicos en el sur de California y evaluar el riesgo
en areas urbanas. En su implementacién usaron
una matriz de masa diagonalizada para evadir
el costo computacional de calcular su inversa,
y controlaron el error asociado a la dispersion
numérica utilizando entre 10 y 20 elementos por
longitud de onda.

En la década de los noventa hubo avances
importantes en el desarrollo del FEM que
permitieron que el método fuera de nuevo
competitivo con el ubicuo método de diferencias
finitas, superandolo en precisiéon y con una
eficiencia computacional comparable. Dichos
avances se presentaron en dos frentes; por un
lado, se desarrollaron técnicas para diagonalizar
la matriz de masa, conocidas como técnicas de
acumulacién de masa, que no comprometen
la precision (Cohen, 2002). Por otro lado, se
empezaronautilizarpolinomiosdeordensuperior,
inspirados en el método pseudoespectral, para
reducir la dispersion y anisotropia numérica
(Cohen, 2002). Las técnicas de acumulacion de
masa estan basadas en eluso delos mismos nodos
para la cuadratura numeérica y para los nodos que
definen los polinomios de aproximacién dentro
de los elementos; los mas comunes son los de
Gauss-Lobatto-Legendre (GLL), pero existen otras
opciones dependiendo del método particular
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de elementos finitos. Como se menciond
anteriormente, el uso de polinomios de orden
superior gozd de escasa popularidad, debido
en parte a que se creia que introducian errores
numéricos, al basarse en el andlisis preliminar
de Marfurt (1990). Adicionalmente, hay un
costo computacional considerable siempre que
la proporcion de elementos diferentes de cero
en la matriz de masa es proporcional al orden
de los polinomios, de tal manera que el costo
computacional para almacenar e invertir esta
matriz aumenta rapidamente. Estas limitaciones
fueron superadas utilizando los nodos vy
técnicas de cuadratura mencionadas arriba;
asimismo, se ha demostrado que, al contrario
de lo que sefialaban los analisis preliminares,
los polinomios de orden superior reducen la
dispersion y anisotropia numérica (ver la seccién
4 para mas detalles).

En este articulo enfocaremos nuestra atencién
en dos métodos que se han vuelto muy
populares en la literatura y que combinan las
caracteristicas mencionadas anteriormente, es
decir, que utilizan polinomios de orden superior
y una matriz de masa diagonal. Estos métodos
son el de elementos espectrales y el de Galerkin
discontinuo. En las siguientes dos secciones
se describen cada uno de estos métodos. En la
seccién 4 se describe su dispersion y estabilidad
numérica, y posteriormente se comparan los
resultados de aplicar estos métodos al problema
de Lamb (Lamb, 1904).

ELEMENTOS ESPECTRALES

El Método de Elementos Espectrales (SEM, por
sus siglas en Inglés), originalmente desarrollado
para dinamica de fluidos (Patera, 1984), ha
sido aplicado exitosamente para la ecuacion de
onda. Ha logrado superar las limitaciones de
eficiencia, ofreciendo una mayor precision que
el método de diferencias finitas y una mayor
flexibilidad geométrica. Este método fue utilizado
originalmente para la ecuacion de onda acustica
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por Seriani y Priolo (1994), quienes utilizaron los
nodos de Gauss-Lobatto-Chebyshev (GLC), y por
Tordjman et al. (1994) y Tordjman(1995), quienes
utilizaron los nodos de Gauss-Lobatto-Legendre
(GLL). EI método fue utilizado para discretizar
la ecuacion de onda elastica por Komatitsch
y Vilotte (1998), con lo cual se incrementd
su popularidad rdpidamente dentro de Ia
comunidad sismoldgica (Komatitsch y Tromp,
1999, 2002a, b; Priolo, 2001; Komatitsch et al.,
2002, 2004, 2005; Madec et al., 2009; Chaljub et
al., 2007). Este método también se ha utilizado
para problemas en sismologia global y regional,
arrojando resultados notablemente cercanos
a los datos empiricos (Komatitsch et al., 2002,
2004).

La principal caracteristica de SEM es que utiliza
polinomios de orden superior para representar el
campo de onda, con la ventaja de que se puede
utilizar una razén de muestreo muy baja de entre
4 y 5 nodos por longitud de onda. La matriz de
masa se puede diagonalizar usando los nodos de
GLL y las reglas de cuadratura correspondientes.
Esta estrategia es equivalente a la técnica de
concentracion de masa, pero con la ventaja de
gue no se sacrifica la precision.

Este método, al igual que la version clasica del
FEM, estad basado en |la forma débil de la ecuacién
de onda, la cual se desarrolla a continuacion.
El modelo fisico para la propagacidon de ondas
eldsticas estda basado en la ecuacion del
movimiento, dada por (usando la notacion de
Einstein) Aki y Richards (2002)

ax (0T ij=1,..,4d, en

Ug1 = auk/ axl. (1)

donde d son las dimensiones (26 3), Q@ € R%es
el dominio en el espacio, (0,7] es el dominio en el
tiempo, u;, es el vector de desplazamiento, o;; es
el tensor de esfuerzo, y la fuente estad dada por el
tensor de momento m;; y el vector de fuerzas f;.
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En la ecuacidn anterior se utiliza la notacién
abreviada El tensor de esfuerzo se puede escribir
en funcién del desplazamiento por medio de
la ley de Hooke, la cual estd dada en un medio
eldstico e isotrdpico por

oij(u) = Auy 6 + p(u;; +ug ), (2)

donde A y p son los parametros de Lamé, los
cuales pueden ser funciones de las variables
espaciales en un medio heterogéneo, y d;jes la
delta de Kronecker. Sustituyendo la ley de Hooke
en la ecuacion de movimiento se obtiene la
ecuacién de onda el3stica:

p Oy = (Auy ) = (Cugj +w)); = my;+fi en ()

u; = 0 en Iy

Mpeny + g j +wi)n; = 0 en Ty
W= 0y = 0 para t=0. (3)

donde Ip Uy =0Q, [, NIy =0, 00 o5 |a
frontera de Q,y n;,i =1,..,d, es un vector
unitario ortogonal a dQ. La forma débil de la
ecuacién de ondaelastica se obtiene al multiplicar
la ecuacidén (3) por un vector arbitrario v, integrar
sobre Q vy aplicar el teorema de Gauss, para
obtener

J (Aui’ivj‘]’ + H(ui,j + u]"l')vi’j) dx dz
Q

+ O fﬂ pu;v; dx dz = fﬂ (myjj + fv; dx dz

pOuu; =0y —my; — fi (4)
donde

uveXe = {<p|f (@ +Vl) <o, @ = Oenly}
Q

Observar que el espacio vectorial X¢ es un
espacio de Sobolev de primer orden en el cual
se encuentra la solucidn débil. Para discretizar
esta ecuacion en 2D es necesario introducir
un subespacio de X¢ de dimensiones finitas
X¢ =Xt x Xf € X¢ donde Xf = gen{¢;}l,
. Las funciones ¢; = ¢;(x,z), conocidas como
funciones base, se definen utilizando la particion
del dominio Q en subdominios, Ilamados
elementos, y los nodos dentro de los elementos.

Sustituyendo u por la aproximacion u, € Xg
dada por la siguiente combinacién lineal

un(x,2,) = (UF ;. 2) , UF(©);(x,2)" )
donde ij y U]-Z son los coeficientes de las
aproximaciones de las componentes horizontal
y vertical del vector de desplazamientos, y
sustituyendo v = (¢;, 0)7 se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

M;; 0., UF + K5U* + KZUF = F (6)
De manera similar, sustituyendo v = (0, ¢;)7 se
obtiene

M;; 0., Uf + KSUF + KAUP = Ff (7)

donde las matrices en las ecuaciones (6) y (7)
estdan dadas por

My = [, ppi¢; dx dz, (®)
Ky = Jo (4 20ixty + nizhya) dx dz, (9)
K5 = Iy (iaty + upiotys) dx dz, (10)
Ky = Iy Oiabic + upiatys) dx dz, (11)
Kij = Jo (A4 20120z + 1$ixdy) dx dz, (12)
FY = [, fed; dx dz, (13)
FZ = [, ;¢ dx dz, (14)

vy fx Y fz son las componentes en x y z de f.
Los coeficientes U¥ y U7y se pueden obtener
de las ecuaciones (6) y (7) utilizando un método
para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias,
como los de diferencias finitas, Newmark, Runge-
Kutta o Lax-Wendroff.
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Galerkin Discontinuo

El Método de Galerkin Discontinuo (DGM, por
sus siglas en Inglés) fue originalmente propuesto
por Reed y Hill (1973) para solucionar la ecuacién
hiperbdlica de transporte de neutrones. La
estrategia general para resolver ecuaciones
diferenciales hiperbdlicas utilizando la forma
de primer orden con el DGM fue desarrollada
en una serie de articulos por Cockburn y sus
colaboradores, en Cockburn y Shu (1989);
Cockburn et al. (1989, 1990) y Cockburn y (1998).
En estos articulos, ellos proponen discretizar
la ecuacion diferencial en el espacio con una
formulaciéon basada en flujos y en el tiempo
usando métodos de Runge-Kutta. Como regla
general, el orden del método de Runge-Kutta
debe de ser el mismo que el de la discretizacidon
en el espacio.

En el contexto de propagacién de ondas sismicas,
recientemente se ha propuesto sustituir el
método de Runge-Kutta por la estretegia ADER
para avanzar el sistema en el tiempo en: Dumbser
y Munz (2006); Kaser y Dumbser (2006); Dumbser
y Kéaser (2006); Kaser et al. (2007a,b); de la
Puente et al. (2007); Dumbser et al. (2007a, b).
Esta estrategia estd basada en series de Taylor en
la variable temporal, las cuales estan truncadas
para obtener la misma precisién en tiempo que
en el espacio. Las derivadas de orden superior se
sustituyen por derivadas espaciales utilizando el
teorema de Cauchy-Kovalewski. A este método
también se le conoce como el método de Lax-
Wendroff (Lax y Wendroff, 1964). Los métodos
mencionados arriba utilizan una forma de primer
orden de la ecuacién de onda en velocidad y
esfuerzo. Otros métodos de Galerkin discontinuo
gue se han propuesto para propagacién de ondas
son el simétrico de penalizacién interior (Grote
et al., 2006) y el no-simétrico de penalizacidn
interior (Riviere y Wheeler, 2001).

En este articulo enfocaremos nuestra atencion
en el DGM de penalizacion interior (IP-DGM),
porque tiene la ventaja de que utiliza menos
grados de libertad en cada nodo, pues se puede
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utilizar con la ecuacién de onda en funciéon del
desplazamiento (ecuacién (3). Este método esta
basado en la siguiente forma débil de la ecuacién
de onda:

Encontrar

ueX?={plp e HY(E) V EEQ, @ =0 en I}

tal que, para todo v € XP,

Yeea, (PO, V)g + Bp(u,v)) +
Zyel"h ]y(uv v; S, R) = ZEEQh (fv V)E (15)

donde
(wv)g = [, w; dx dz, (16)

BE(U, V) = fE (lui'ivj,j + ,l,l(ui’j + uj'i)vi'j) dx dZ, (17)

Jy(v;S,R) = — [ {ry(w}v]dy +
S Az wldy + R [ {4+ 213 [w][vi] dy, (18)

y T; es el vector de traccidn, el cual estd dado en
un medio isotrépico por

7;(w) = o;;(Wn; = Awen; + p(ugj + u;dn;. (19)

El pardmetro R en la ecuacion (18) es la
penalizacion y S es un parametro que toma los
valores de 0, 1 6 -1 dependiendo de la forma
particular del IP-DGM: S = 0 para el Galerkin
incompleto con penalizacién interior (IIPG)
(Dawson et al., 2004), S =-1 para el Galerkin
simétrico con penalizacién interior (SIPG)
(Darlow, 1980; Grote et al., 2006) y S =1 para el
Galerkin no simétrico con penalizacién interior
(NIPG) (Riviere et al., 1999, 2001).

De nuevo, como en el caso de SEM, introducimos
un espacio finito Xh =XP xXP cXP, vy
sustituimos en la ecuacion (15) las funciones u
y V por combinaciones lineales de las funciones
base del espacio finito para obtener un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias como el
de las ecuaciones (6) y (7), pero con las siguientes
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matrices:

M;j = Ygeq, (091 ©j)E (20)

K{; = Yrea, Be((91,0)7, (9;, 0)7) +
Yyery Iy (@5, 0)7, (9, 007) (21)

Kf = Xrea, Be((0,0)", (9, 0)") +
Yyer, Iy (0,07, (9;,0)7) (22)

K = Xgea, Be((91,0)",(0,0)™) +
Zyer, Jy((9,0)7, (0, 0)") (23)

K = Yrea, Be((0,0)7,(0,0)7) +

Tyery Jy (0,907, (0,9)7) (24)
FF = Yreq, (for ®e (25)
FZ = Yeeq, (for 9)E- (26)

Dispersion y Estabilidad Numérica

Los analisis de dispersion y estabilidad numérica
son herramientas fundamentales que evallan
la aplicabilidad de los métodos numéricos para
propagacién de ondas y que ayudan a determinar
los parametros necesarios para realizar
simulaciones, especificamente, incrementos
en espacio y tiempo. Al analizar la dispersién
numeérica se busca obtener un criterio para
determinar el tamafio de los incrementos en el
espacio de tal manera que el error sea minimo,
y al analizar la estabilidad se busca obtener un
rango para el incremento en el tiempo dentro
del cual el método sea estable, es decir, dentro
del cual la magnitud del campo de onda esté
acotada.

La dispersidn numérica es un tipo de error que se
comporta de una manera similar a la dispersién
fisica. Este fendmeno se presenta debido a que
las ondas con altas frecuencias se transportan
a una velocidad diferente que las de bajas

frecuencias, por lo que el frente de onda se
dispersa. En la practica, los resultados numéricos
pueden parecer cualitativamente correctos, pero
los tiempos de arribo pueden estar adelantados
o atrasados, y las amplitudes y formas de onda
también pueden estar distorsionadas. Para evitar
gue los resultados se vean afectados por este tipo
deerroresnecesariodeterminarcuidadosamente
el niumero de nodos por longitud de onda, de tal
manera que la dispersion sea minima para las
frecuencias de interés.

En cuanto a la estabilidad numérica, es
importante resaltar que la gran mayoria de
los métodos que se utilizan en Sismologia
para discretizar las derivadas en el tiempo son
condicionalmente estables. Esto significa que
existe un rango restringido dentro del cual se
puede seleccionar el incremento en el tiempo.
De otra manera las amplitudes del campo de
onda se incrementarian indefinidamente. Dado
qgue por lo general las cotas impuestas por los
criterios de estabilidad son mas restrictivas
que las impuestas por criterios de precision,
normalmente se escogen los incrementos en
el tiempo mas grandes posibles que permite
el criterio de estabilidad. Las condiciones de
estabilidad se expresan por lo general como una
condicién de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), la
cual es una desigualdad que acota el incremento
en el tiempo con una constante por el incremento
en el espacio dividido por la velocidad, donde
la constante depende del método numérico en
cuestion (Courant et al., 1967).

La precision de SEM para el caso acustico ha sido
estudiada por varios autores, por ejemplo Seriani
y Priolo (1994), Mulder (1999), Cohen (2002),
Ainsworth (2004a) y De Basabe y Sen (2007).
La principal conclusién a la que llegaron estos
autores es que el método arroja una precisién
aceptable utilizando Unicamente 4.5 nodos por
longitud de onda en promedio y polinomios de
orden cuatro o superior. Esta es una gran ventaja
silo comparamos, por ejemplo, con el método de
orden 1 6 con los métodos de diferencias finitas
con mallado intercalado, que necesitan por lo
menos 10 nodos por longitud de onda, o con el
de diferencias finitas con mallado estandar, que
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requiere mas de 15 nodos por longitud de onda.
Ademas, en todos estos articulos se enfatiza la
ventaja de utilizar polinomios de orden superior,
ya que tienen menos dispersién y anisotropia
numérica.

Porotrolado, elcasoeldsticohasido estudiado por
De Basabe y Sen (2007). Las conclusiones de estos
autores fueron consistentes con las mencionadas
para el caso acustico. Ademas, observaron que
este método es superconvergente al incrementar
el orden polinomial de las funciones base y que la
anisotropianuméricaesnulaalusarpolinomiosde
orden tres o superior. En la figura 1 se encuentran
graficados los errores atribuibles a la dispersién
numérica de SEM contra el logaritmo de la razén
de muestreo ¢ utilizando polinomios de orden
1 hasta 4 (k =1,...,4). La pendiente de las rectas
indica el orden de convergencia del método. De
esta grafica es posible concluir que el orden de
convergencia de SEM es aproximadamente 2k.
Dado que el orden de convergencia esperada es
k, se dice que este método tiene la propiedad
de superconvergencia. La figura 2 muestra la
anisotropia numérica de SEM de orden 2 a 4,
donde se encuentra graficada la dispersion en
funcién del angulo entre la malla y el angulo de
incidencia. Para poder visualizar la anisotropia
numeérica, en la grafica se utilizé una razén de las
velocidades de la onda P sobre la onda S de o/
=10 (donde a y 3 son las velocidad de las ondas
P y S respectivamente), una razén de muestreo
de 0=0.2 (5 nodos por longitud de onda), y una
propagacion de 200 longitudes de onda. En esta
gréfica, la dispersion estd normalizada, por lo
tanto el circulo con radio 1 representa la ausencia
de dispersion; tal es el caso de los métodos
de orden 3 y 4. El método de segundo orden
muestra una significativa anisotropia numérica
asociada a la dispersién, con un error de hasta
50% a los 30° y 60°, mientras que para las ondas
gue se propagan paralelas a los ejes (0° y 90°) la
dispersion es minima. Para mas detalles sobre las
figuras 1y 2 ver De Basabe et al.(2008).

La estabilidad de SEM en los casos acustico
y elastico utilizando el método clasico de
diferencias finitas y los de Lax-Wendroff de
orden superior ha sido estudiada por De Basabe
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y Sen (2010). En ese articulo se utilizé el método
de Euler para obtener condiciones de CFL, y se
muestran condiciones necesarias y suficientes
de estabilidad hasta orden 10 en espacio y
tiempo. Como se menciond anteriormente,
las condiciones de CFL se expresan como una
desigualdad de la forma

h
At < C;, (27)
donde At es el incremento en el tiempo, o es
la velocidad de la onda P, h es el tamafio de los
elementos, y C es una constante que depende
Unicamente de los métodos numéricos en
cuestion. Los valores de C para SEM de orden 1
a 10 utilizando el método clasico de diferencias
finitas para discretizar las derivadas temporales
se muestran en la tabla 1 para el caso acustico
y en la tabla 3 para el caso eldstico. Muchas
veces las condiciones de estabilidad se muestran
utilizando el incremento minimo en el espacio
Ax en lugar del tamaiio de los elementos h, de la
siguiente manera:

At < c'%. (28)

Las constantes C’ de la ecuacién (28) se muestran
enlastablas 2y 4 paralos casos acusticoy eldstico
respectivamente. Al utilizar elincremento minimo
en lugar del tamano de los elementos se observa
que las constantes se acercan asintéticamente a
los valores de 0.607 y 0.7 para los casos acustico
y elastico respectivamente.

Por su parte, la dispersion numérica de DGM en
el caso acustico ha sido estudiada por Hu et al.
(1999), Stanescu et al. (2000), Ainsworth (2004b)
y Ainsworth et al., (2006), y el caso elastico ha
sido estudiado por De Basabe et al. (2008). Las
principales conclusiones son que los métodos de
orden 1 y 2 tienen menor dispersién numérica
que los de SEM y que los de orden superior
tienen las mismas ventajas que los de SEM en
cuanto a la superconvergencia y anisotropia
numeérica si se escogen cuidadosamente los
pardmetros y tipos de bases. La figura 3 muestra
la convergencia del error de la dispersién para
la versiéon SIPG de DGM vy los nodos de GLL.
Comparando esta figura con la figura 1 se observa
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gue el orden de convergencia de este método
es igual al de SEM. Las otras versiones de DGM
tienen una convergencia mas lenta con respecto
a la dispersiéon numérica. La figura 4 muestran
la anisotropia numérica de SIPG utilizando los
mismos pardmetros que en la figura 2 y los nodos
de GLL. En esta figura se observa que los métodos
de orden 3 y 4 no tienen anisotropia numérica
y que la anisotropia del método de segundo
orden es menor que la de SEM de segundo orden
(comparar con la figura 2). La estabilidad de DGM
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Figura 1. Error por dispersién nimerica de SEM de orden 1
a 4 en el caso elastico (De Basabe et al., 2008)
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Figura 3. Error por dispersion numérica de la version SIPG
de DGM de orden 1 a 4 en el caso elastico (De Basabe et
al., 2008).

en los casos acustico y elastico ha sido estudiada
por De Basabe y Sen (2010), y los resultados se
muestran en las tablas 1 al 4. Al comparar las
condiciones de estabilidad de las tres versiones
de DGM, se observa que la versién simétrica
(SIPG) tiene un rango de estabilidad mas amplio
qgue NIPG y IIPG. Sin embargo, al contrastar con
las condiciones de SEM, se observa que son casi
20% mas restrictivas en el caso acustico y mas de
60% mas restrictivas en el caso elastico.

90°

75°

Figura 2. Anisotropia numérica de SEM de orden 2 a 4 en
el caso elastico para una propagacion de 200 longitudes de
onda (De Basabe et al., 2008)

90°
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15°

00
Figure 4. Anosotropia numérica de la version SIPG de DGM

de orden 2 a 4 en el caso eldstico para una propagacion de
200 longitudes de onda (De Basabe et al., 2008)
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Tabla 1. Constantes para las condiciones de estabilidad
en el caso acustico para SEM vy las tres versiones de DGM
en funcion del tamafio de los elementos h. Las constantes
para SIPG, IIPG y NIPG son para las bases tipo GLL (De
Basabe y Sen, 2010)

Orden SEM SIPG IIPG NIPG
1 0.709 0.408 0.408 0.353

2 0.288 0.182 0.166 0.152

3 0.164 0.108 0.0934 0.0831
4 0.104 0.0725 0.0600 0.0522
5 0.0714 0.0520 0.0419 0.0359
6 0.0516 0.0391 0.0309 0.0262
7 0.0390 0.0305 0.0238 0.0200
8 0.0304 0.0244 0.0188 0.0157
9 0.0244 0.0200 0.0153 0.0127
10 0.0200 0.0167 0.0126 0.0105

Tabla 2. Constantes para las condiciones de estabilidad en
el caso acustico para SEM vy las tres versiones de DGM en
funcién del incremento minimo Ax. Las constantes para
SIPG, IIPG y NIPG son para las bases tipo GLL (De Basabe
y Sen, 2010)

Orden SEM SIPG IIPG NIPG
1 0.709 0.408 0.408 0.353

2 0.577 0.365 0.333 0.305
3 0.593 0.393 0.338 0.301
4 0.604 0.420 0.347 0.302
5 0.608 0.443 0.357 0.306
6 0.608 0.461 0.364 0.309
7 0.608 0.476 0.371 0.312
8 0.607 0.488 0.376 0.314
9 0.607 0.498 0.381 0.316
10 0.607 0.506 0.384 0.318
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Tabla 3. Constantes para las condiciones de estabilidad
en el caso eldstico para SEM vy las tres versiones de DGM
en funcidn del tamafio de los elementos h utilizando o/f3
=1.4. Las constantes para SIPG, IIPG y NIPG son para las

bases tipo GLL (De Basabe y Sen, 2010)

Orden SEM SIPG IIPG NIPG
1 0.816 0.288 0.287 0.272

2 0.333 0.121 0.117 0.113

3 0.189 0.0683 0.0650 0.0622
4 0.120 0.0439 0.0413 0.0392
5 0.0823 0.0306 0.0286 0.0270
6 0.0595 0.0226 0.0210 0.0197
7 0.0449 0.0173 0.0161 0.0150
8 0.0350 0.0137 0.0127 0.0118
9 0.0281 0.0111 0.0103 0.00960
10 0.0230 0.00926 0.00852 0.00792

Tabla 4. Constantes para las condiciones de estabilidad en
el caso eldstico para SEM vy las tres versiones de DGM en

funcion del tamafio del incremento minimo Ax utilizando
o/B =1.4. Las constantes para SIPG, IIPG y NIPG son para

las bases tipo GLL. (De Basabe y Sen, 2010)

Orden SEM SIPG IIPG NIPG
1 0.816 0.288 0.287 0.272

2 0.666 0.243 0.235 0.226
3 0.684 0.247 0.235 0.225
4 0.697 0.254 0.239 0.227
5 0.700 0.261 0.244 0.230
6 0.700 0.266 0.247 0.232
7 0.700 0.271 0.251 0.235
8 0.699 0.274 0.253 0.236
9 0.698 0.278 0.256 0.238
10 0.698 0.280 0.258 0.240
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Sismogramas Sintéticos

En esta seccién, comparamos los resultados
numeéricos de SEM y DGM para el problema de
Lamb (Lamb, 1904), utilizando un semiespacio
isotrépico homogéneo con velocidades de ondas
Py S,y densidad dadas por 3 km/s, 1.73 km/s
y 2.5 g/cm (ver figura 5). La superficie libre
estd ubicada en z=0. La fuente sismica tiene un
componente vertical ubicada en el punto (0, 0.05
km), con una ondicula de Ricker centrada en 0.08
s con frecuencia central de 17.3 Hz. La solucién
exacta de este problema se puede obtener
utilizando el método de Cagniard-De Hoop (Aki
y Richards, 2006, capitulo 6). Para calcular la
solucién analitica de este problema, utilizamos
el cédigo de Fortran disponible en la pagina de
internet del proyecto SPICE.?

En las figuras 6 y 7 se muestran los sismogramas
sintéticos para una estacion ubicada en la
superficie, en el punto (1 km, 0), para SEM y DGM
de orden 1, 2, 4 y 8. En las discretizaciones de
diferentes érdenesse utilizaron consistentemente
10 nodos por longitud de onda para la frecuencia
central de la onda S. En estas figuras, se puede
observar que los métodos de orden 1 introducen
un poco de dispersiéon numérica, la cual se
manifiesta principalmente como oscilaciones
espurias después del arribo de la onda S. Al
observar los errores en la amplitud y la fase es
posible apreciar como estos errores disminuyen
rapidamente al incrementar el orden polinomial;
en particular, las aproximaciones de orden 8 son
casi indistinguibles de la soluciéon exacta. Para
comparar los métodos de orden superior, en la
figura 8 se muestran los sismogramas obtenidos
con SEM y DGM de orden 4 y 8. En esta figura,
se muestra Unicamente el arribo de la onda
S, que es donde se observan los errores mas
claramente. En esta escala es posible apreciar
que hay pequefios errores en laamplitudy la fase,
en particular para las aproximaciones de SEM.
Aunque aparentemente los resultados de DGM
son mas exactos, esto se debe en parte a que se

1 Seismic wave Propagation and Imaging in Complex media: an
European network (SPICE)
http://www.spice-rtn.org/library/software/EXDDIR

utilizaron incrementos en tiempo mas pequefios
debido a que las condiciones de estabilidad
son mas restrictivas. Dicho de otra manera, los
errores observados se atribuyen principalmente
a la discretizacién en el tiempo.

Superficie libre

Semiespacio elastico

Figura 5. Geometria del problema de Lamb. Este problema
consiste en un semiespacio eldstico con una superficie libre
y una fuenta puntual. Las lineas discontinuas representan
los bordes artificiales introducidos al truncar el dominio
para las simulaciones.
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Figura 6. Sismogramas sintéticos para el problema de
Lamb utilizando SEM de orden 1, 2, 4 y 8. El tamafio de
los elementos para la discretizacion en el espacio fue
seleccionado para obtener 10 nodos para la longitud de
la onda S de la frecuencia central, y los incrementos en
el tiempo utilizados son los maximos permitidos por las
condiciones de estabilidad.

235



De Basabe: Elementos finitos de orden superior para propagacion de ondas sismicas

1.0 T T T T 1T T 177 T T T T

0.5

0.0 ]
— Exacto .
-05 ——-dg1
***** dg2 ]
dg4
-1.0 \ [ dg8
= Il Il Il Il Il Il Il Il ‘ Il Il Il "\," Il Il Il Il ‘ Il Il Il Il :

0.4 0.6 0.8

Figura 7. Sismogramas sintéticos para el problema de
Lamb utilizando DGM de orden 1, 2, 4 y 8. El tamaiio de
los elementos para la discretizacion en el espacio fue
seleccionado para obtener 10 nodos para la longitud de
la onda S de la frecuencia central, y los incrementos en
el tiempo utilizados son los maximos permitidos por las
condiciones de estabilidad.
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Figura 8. Comparacion de los simogramas de orden 4y 8
utilizando SEM y DGM.
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CONCLUSIONES

En este articulo hemos descrito brevemente dos
métodos que se derivan del de elementos finitos
y que ofrecen ventajas para simulaciones en
sismologia. Estos métodos son el de elementos
espectrales y el de Galerkin discontinuo. Para
enfatizar sus ventajas, hemos presentado los
principales resultados del andlisis de dispersién
y estabilidad numérica, asi como su aplicacién
para el problema de Lamb. A continuacion se
presentan algunas conclusiones:

* Los métodos de primer orden requieren un
numero elevado de nodos por longitud de onda
debido a su dispersidn y anisotropia numérica, y
son mas sensibles a la razén entre las velocidades
delasondasPyS.

e La dispersion y anisotropia numérica de
los métodos de orden 4 & superior es minima,
utilizando al menos 4 nodos por longitud de
onda.

e Al comparar las tres versiones de IP-DGM,
la simétrica (SIPG) tiene mejores propiedades en
cuanto a dispersion y estabilidad, en particular
si se utilizan los nodos de Gauss o de GLL para
construir las funciones base.

e Comparando SEM con IP-DGM, los dos
métodos ofrecen ventajas similares en cuanto a
dispersion y anisotropia numérica, pero IP-DGM
tiene la desventaja de que sus condiciones de
estabilidad son mas restrictivas. Sin embargo,
IP-DGM ofrece ventajas sobre SEM que no se
discutieron en este articulo, como la posibilidad
de utilizar otros tipos de elementos y bases, y de
utilizar mallas mas generales (e.g. Sun y Wheeler,
2005; Kaser y Dumsler, 2006).
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