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RESUMEN

Los métodos numéricos tradicionales usados en la resolucién de problemas de transporte - diferencias finitas y
elementos finitos - tienen ambos ventajas y desventajas bien conocidas. Este trabajo, introduce una poderosa técnica
numérica poco difundida, empleada con éxito en problemas de hidrologia subterrdnea y en simulacién de sistemas
hidrotermales. La técnica de las Diferencias Finitas Integrales discretiza, con integrales de volumen, el dominio
espacial uni, bi o tridimensional dentro del cual tiene lugar el proceso a modelar; por transformaciones de las
integrales involucradas, se plantea un sistema de ecuaciones algebraicas que involucra unos cuantos parametros
geométricos: volumenes, areas interfaciales, distancias internodales. Las coordenadas utilizadas son intrinsecas
(absolutas) a la malla construfda y por tanto no dependen de ningln sistema de referencia externo. El método auna la
potencia del Elemento Finito con la simpleza de la Diferencia Finita; védlido tanto en procesos altamente transitorios
(dt pequeiios) como quasi-estacionarios (dt grandes). El manejo de heterogeneidades y discontinuidades entre elementos
vecinos, es sencillo. La técnica es.ilustrada con aplicaciones a la transferencia de calor, al flujo en acuiferos, a
_ la dispersién y al transporte simultdneo de agua, gas y calor en yacimientos geotérmicos. Dependiendo del fendmeno

simulado, el sistema lineal resultante puede ser muy grande y con huecos, dando lugar a matrices de dificil manejo.
Para enfrentar este problema, presentamos el método variacional DIOMRES(k,m), de reciente desarrollo, que favorece en
tiempo de ejecucidén y en memoria requerida, la solucién eficaz de grandes sistemas lineales dispersos no simétricos.

INTRODUCCION

En los fenémenos de transporte ocurre
siempre una transferencia neta de masa, de
momentum,
simultanea de estas propiedades, que son
funcién del tiempo y del espacio. Sus
caracteristicas fisicas son descritas por
una ecuacidén general de propagacidén que
engloba derivadas parciales, variaciones
dentro de volimenes continuos y flujos a
través de superficies. :

Para procesos reales, que
medios volumétricos y fronteras de formas
arbitrarias, los métodos de resolucidn son
esencialmente numéricos. Las primeras
técnicas empleadas fueron las diferencias
finitas, cuyo origen se remonta a los
inicios del cédlculo diferencial, y cuyos
procedimientos de uso han sido ampliamente
documentados desde hace muchos decenios.

Los elementos finitos, de desarrollo mas
reciente (Clough,1960), constituyen otra
técnica empleada en resolver las ecuacio-
nes de transporte. Los usos del elemento
finito, desde luego, no se limitan aqui.
De hecho este método se aplica a una

de energia o una combinacién

involucren

amplia gama de problemas, brindando una
riqueza de aplicaciones inigualable. Se
calcula que existen una 8000 publicaciones
anuales sobre el elemento finito, en
diferentes campos de 1la ciencia y 1la
ingenieria. No obstante algunas dificulta-
des en 'su uso, el principal atributo de
los EF es su aparente generalidad, aunque
se reconoce que ésta cualidad tedrica a
veces no concuerda con aspectos que en la
prictica se resuelven mediante recetas
empiricas (Gallagher,1989).

Las Diferencias Finitas Integrales (DFI),
que aqul introducimos, es un método poco
conocido y ha sido menos documentado.
Segiin Narasimhan (1976), MacNeal (1953)
fue el DFI primer analista que empled un
esbozo de para resolver problemas con
valores en la frontera; Tyson-Weber (1964)
y Cooley (1971) lo emplearon en problemas
de flujo subterrdneo; Dusinberre (1961) y
Edwards (1972) reportan' algunog usos en
problemas de transferencia de calor. En
1976, Narasimhan y Witherspoon describen
por primera vez el método como una herra-
mienta muy adecuada para estudiar el movi-
miento de fluidos en medios porosos. En
1978 K. Pruess lo emplea en el anilisis de
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yacimientos geotérmicos. Pruess (1988)
incorpora las DFI para simular numérica-
mente el comportamiento de sistemas multi-
componentes con transferencia de calor
conductivo/convectivo, en medios porosos
y fracturados. Sudrez en 1990 lo adapta a
un modelo bidimensional de flujo bicompo=
nente con transporte de energia. El método
de las DFI es aplicable a todos los fend-
menos de transporte que gatisfagan la
~ ecuacién general planteada abajo. De
empleo muy intuitivo; su uso y puesta en
ejecucién resultan muy simples, aunando la
potencia del elemento finito a la senci-
llez de la diferencia finita.

Dependiendo del método empleado al dis-
cretizar la variacién de funciones en el
tiempo, las DFI pueden generar un sistema
lineal con muchos ceros. Para completar la
resolucién de problemas por DFI, presenta-
mos el método DIOMRES (k,m), una nueva
técnica de solucién de sistemas lineales
no simétricos, en donde la matriz puede
ser muy dispersa. El algoritmo permite
rapidez y estabilidad en el cédlculo, con
ahorro de memoria. La forma resumida de

. este método se publica por primera vez.

ECUACION GENERAL DE TRANSPORTE.
Consideremos la ecuacién general :
dw

=aV(6V0) + B8V (0V) +q

en donde w(x,y,z,t) es una propiedad fisi-
ca que se propaga en el espacio, definida
convenientemente en cierta regién V. a y
B pueden ser o constantes o funcidén de las
coordenadas espaciales, pero no dependen
del tiempo. G es un coeficiente que puede
depender o no del espacio; v es un campo
de velocidades y q(x,y,z,t) (%), un térmi-
no de produccién interna a V. Mas adelante
se explicita el significado fisico de cada
término segin los diferentes fendmenos
representados por esa ecuacién.

DISCRETIZACION INTEGRAL DE LA REGION V.
Las figuras 1, 2 y 3 ilustran las dife-
. rentes dimensiones de la regidén en donde
puede ocurrir el transporte de w. El
primer paso del método de las DFI consiste
en discretizar en elementos mas pequefios,
el 'volumen continuo V ocupado por la
regién en donde se define a w de modo que:

N
V= B‘J Vi H con : Vin Vj = Q@
=1

N es el nlGmero de elementos disjuntos V;,
en que se subdivide a V.
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Figura 1.- Malla Unidimensional

QCFE1X81-METODO DFI.

Vieix AsrxLi=Li(m)

w vV VoA V‘ v

] N
B e 101 Jumd
‘ ~d=—d =
—Li—

En el siguiente paso,
ecuacidén sobre cada V;:

se integra 1la

f%-‘;-’dvi = [div(#)av, + [qdv, : VeV
Vi 3 Vg vy

donde el vector de Flujo es:

F=%(6V) +B(w?¥) ;: &,p promedios en V,
Por el teorema de la divergencia :

Ji_g%'dvi - iﬁ'ﬁdsi + !jqui

Donde Sirepresenta la frontera del ele-
mento volumétrico V;.

Figura 2.- Malla Bidimensionai

=
~

GCFE2X91-METODO DFI.

Cada S; tiene M; interfaces A;; que la

'separan de las demas fronteras:

My
51=HA1_7; con : Sins_./=@
J=1

por lo tanto, la integral de superficie se
escribe como la suma de integrales sobre
las areas interfaciales:



My o
J= Ay v

!ﬁ-ﬁd;i -

1

La aplicacién del teorema del valor
medio, implica: ‘
k — N

dw — - — -
=V = FLA;, + @V
aF L § 1 249 1

Ecuacidén vdlida en cada volumen arbitrario
V., dentro de los rangos de validez de los

teoremas involucrados. Las barras superio-

res indican valores promedio en cada V-

Las condiciones de aplicabilidad del
teorema del valor medio para integrales
(Haaser,1970), exigen que el interior del
espacio V; (sin la frontera) sea un con-
junto conexo. Esta condicién lleva impli-
cita un criterio para discretizar al volu-~
men V: los elementos a emplearse en DFI
deben ser figuras simples (recténgulos,cu-
bos,triidngulos,trapecios,poliedros, etc.),
todos ellos conexos. .

Figura

3.- Malla Tridimensional

see

Metros (Lol

GCFE3X91-METODO DFI.

APROXIMACION ESPACIAL.

‘El (tercer paso en DFI es aproximar la
ecuacidn anterior tanto en el espacio como
en el tiempo. El1 vector flujo F usualmente
deriva de un gradiente, por tanto F".., la
_componente normal de F a través de las
- interfaces, es una derivada en la direc-
cién perpendicular a cada interface A;..
Para simplificar el desarrollo, considerd-
mos s6lo el 1°" miembro de F; el 2% ge
trata de manera andloga, pues la velocidad
también deriva usualmente de un gradiente,
como por ejemplo, en la ecuacidn de Darcy.
El flujo normal deviene:

- dw. W, — W
FR =w.G. 1w I oL
5 i ‘dnj iy dif"dj

Donde G;; es un valor promedio apropiado
de G,entré V. y V.; si se exige continui-
dad en el fiujo al pasar de uno 'a otro
volumen @ 1/Gi-=(di/Gi+dj G:)/(d;+d;). La
ecuacién en el espacio es apfoximadahente:

aw, s
9Wy e

e E=1 Qy (wy-wy) + gy
cch - Doe Sl

7V, (d,+d;)

Este coeficiente local, representa una
"difusividad" generalizada de w al irse
propagando en cada V.

DISCRETIZACION EN EL TIEMPO.

: Sea«ékt = tk*1 _ tk 1 vector de interva-
los de tiempos considerados. Un algoritmo
general estable para esta discretizacion:

M, ‘
k+1 k k+1 k+1
Wi+ - Wi = E Qij [e(Wj+ —Wi+) +

=

(128 (wr-w I8 c gty ¥i 1

con: 0 £ ® <1 ; si se escoge © = 0, el
algoritmo es totalmente explicito y la
férmula anterior es un conjunto simple de
ecuaciones algebraicas, v&lido si los
cambios en V son lentos. Si &= %, se tiene
un esquema de Crank-Nicholson para cambios
mas rapidos. En general para © > %, el
algoritmo es incondicionalmente estable,
pudiendo emplearse ske grandes o pequenos.
Sin embargo, estas magnitudes son relati-
vas al tipo de problema considerado y
serdn afectadas por el valor tanto de G..
como de qi(tk). Dependiendo del modo dd
aproximacién en el tiempo que se use, para
®@ > 0 surgird siempre un sistema lineal
con w:**! el vector de incégnitas en cada.
tiempo t¥*!. Las condiciones de no-flujo a
través de algunos elementos o bien, coefi-
cientes no-lineales con cambios de fase,
engendran matrices con huecos (ceros).

APLICACIONES .

Los siguientes ejemplos, ilustran las
diferentes formas que puede tomar la
ecuacidn general de transporte, a cada una
de las cuales es aplicable el método DFI.
Los coeficientes a y B se identifican
facilmente en cada caso.
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1.~ CONDUCCION DEL CALOR EN UN MEDIO
ANISOTROPICO Y HETEROGENEO.

pcat V(KVT)+pchT+q

donde ro, ¢ y K son: densidad, calor espe-
cifico y conductividad térmica del medio;
T su temperatura.

2.~ FLUJO SUBTERRANEO TRANSIENTE EN UN
MEDIO POROSO SATURADO.

=V (K-Vh) +q
dbnde h es la carga hidraulica, K 1la
conductividad hidrdulica y S. el coefi=
ciente de almacenamiento eSPElelCO
a, - DIFUSION EN UN MEDIO POROSO.
*
= V-V Vtewp - L o

at

donde C es la concentracidén de la 'sustan-
cxa dlsper51va, D el tensor de difusién,
c " q la concentracién del soluto y el
- flujo volumétrico en la fuente o pozo, ¢
es la porosidad y Q, la tasa de produccidn
de soluto por reaccién quimica. La velo-
cidad es dada por la ley de Darcy y la
carga hidrdulica h se calcula de la ecua-
cién dada en 3.

4.- FLUJO SIMULTANEO DE FLUIDO Y CALOR EN
YACIMIENTOS GEOTERMICOS O PETROLEROS.

6 ety 3 : = Pikri
79?(4)1};1 pisf)‘, - VKE BT (VP-p,9) +0,

i=1

Ecuacidn del flujo de masa, donde ¢ es la
porosidad, ro; densidad del fluido, S; la
saturacidén de la fase i del fluido (gas o
aceite, vapor o liquido), K permebilidad
de la roca, k. la permeabilidad relativa
de la fase i, H la viscosidad, P la pre-
sién hidrodindmica y g la gravedad. La
ecuacidén del flujo de energia es:

0
at

2
¢E PiSih;+ (1-¢) pzbr] z
i=1 ‘

2 “k .h, '
S [VK ii‘un_i (VP-p,d) + Hl.Qi] -V (&, VT)
1=1 i

1

el subindice r denota proplédades de la
roca; h; es la entalpia especifica de la

fase i en el yacimiento; H;, es la entalpia’
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‘exponencial.

especifica a la salida del pozo; Qi;el
gasto total inyeccién (+)/produccidén (-);
P y T son la presién hidrodinamica y la
temperatura promedio del fluido; K, es el
tensor de coeficientes de dispersién
térmica promedio, actuando como un parame-
tro global de transferencia conductiva.
EJEMPLO.- LA SOLUCION DE LINEA FUENTE =,
Un pozo situado en el centro de un gran
yacxmlento homogéneo, isotrdpico, isoteér-
mico, estd produciendo o inyectando agua

- ligquida a una tasa qy constante. Se supone
‘que el flujo es lamlnar y radial; el agua

es de una compresibilidad muy pequefia, los
gradientes de presidon bajos y las propie-
dades fisicas de la roca constantes. El

modelo del vyacimiento en coordenadas
cilindricas es :

op el

Bl = —-—;PI.’C

E Rl e it
_oondicion inicial ¢ P(r,p) =P, VYr

condicidn de frontera: lim P(r,t) = P,
X = o
oP . Qv

en el pozo llnx(r e

e

modelo cuya solucidén analitica es:

. dyp . i
Lz —Pi+4nhK'%(4nt)

donde q, es el gasto volumétrico, eta el
coeficiente de difusividad, h el intervalo
de produccidn y E, la funcidén integral
Se programdé esta solucidn,
comparando sus resultados con los obteni-
dos por la técnica de DFI, para un esquema
unidimensional radial, en donde los ele-
mentos V. son circulos concéntricos de
didmetros paulatinamente crecientes, pues
los cambios importantes ocurren cerca del
pozo.

Los resultados se sintetizan en 1la
figura 4 presentando las presiones calcu-
ladas entre O y 100 m. del pozo, para tres
diferentes tiempos. Las DFI proporcionan
excelentes resultados casi idénticos a los
exactos después de 15 m. No asi, en la
vecindad del pozo hay diferencias; sin
embargo, es bien sabido que la solucién de
linea fuente infinita representa muy
pobremente lo que ocurre realmente en el
pozo. Las DFI, mejoran esta representa-
clon.



METODO VARIACIONAL CON ORTOGONALIZAC;pn
'INCOMPLETA Y REINICIO PARA LA SOLUCION
DE SISTEMAS LINEALES DISPERSOS.

SOBRE EL ALGORITMO DIOMRES (K,M).- Las
diferencias y elementos finitos, al igual
que las DFI, utilizan la discretizacién de
variables para resolver aproximadamente
las ecuaciones de algiin modelo particular.
Esas técnicas requieren resolver frecuen-
temente, como etapa final, un sistema
lineal de la forma AX = b; donde el
orden (N) del sistema es grande (mil
elementos o mas) y la matriz del sistema
(a;;) es dispersa, con pocos términos en
cada ecuacién y muchos ceros irregular-
mente distribuidos. En estas circunstan-

cias, las técnicas iterativas suelen ser .

mas adecuadas que las directas.

DIOMRES (k,m) es un método iterativo,
que permite aprovechar el conocimiento
previo que se tenga sobre la solucién,
para seleccionar la aproximacién inicial
Xo, permitiendo ademds suspender 1los
calculos cuando 1la aproximacién x_ sea
aceptable o bien, cuando la aproximacién
lograda asegure que la solucidén no va a
satisfacer alguna restriccién. Cada apro-
ximacién viene dada como una combinacién
lineal, de la forma:

n
VeV = X ¢ V. v,
=1

— —

Xn=x0+'
7

determinada por: la aproximacidn inicial,
las coordenadas y. y por n vectores v. li-
nealmente indepenéientes (columnas de' V),
de modo que, en algunos casos, se puede
asegurar que x, sera la sgolucidn si no
hubo redondeos. DIOMRES(k,m) selecciona
las coordenadas de modo que se minimice la
norma cuadrada del residuo, definido como:
r,=b - A x, para 1lo cual se iguala a
cero la derivada de r r respecto a‘yn Y
se llega a un sistema lineal para Yn!
T xT i T Al
. V. R Ay =V A,

Para crear la base, DIOMRES (k,m) sigue el
algoritmo de Arnoldi:

.
e

=4 Vne1 T
EIOI n+l 'h

v, =

los valores de h; = se escogen de modo que
cada vector v_ séa ortogonal a los ante-
riores y esté normalizado. De este modo,
los vectores Av, quedan en término de los

mismos vectores vt

*

AV =V H e 7o liP v e

donde e, es la primera columna de la
matriz identidad y los elementos de H
son los valores de h; . Con esta propiedad
y la ortonormalidad de 1a base, se puede
reescribir la primera ecuacién:

Hy'Hyy, =gl By ey

Ensegu%ga, DIOMRES (k,m) multiplica a la
matriz H~ por una matriz ortonpormal Q, de
modo que Q H, = U ; donde U, esta com-
puesto por una matriz triangufar superior
U, Yy un Gltimo renglén nulo. Debido a que,
por construccibn, hi"= 0 cuando i > j+1,
la matriz Q se puedé construir mediante
una sucesién de matrices de rotacién:

h
i) +send) senbs o
th,n + hn+1,n
7
hﬂ n
-sen® +cost® co b

hn,n + hm-l,n

al multiplicar los renglones (n,n+l) van
eliminando, sucqgivamente, a los elementos
mw1p' Usando U, y la ortogonalidad de Q_
: 9" Q =1I, la peniltima ecuacién queda:

Uiy, = Uiz, : dondes 7 =100 e

Yy como U es invertible, las coordenadas
6ptimas quedan dadas por: y,_ = Un' Z.;
mas féciles de calcular. A&emés, el uso
que se hizo de las matrices ortonormales
permite conocer la norma del residuo desde
antes de actualizar la aproximacién :

15 -2a20=1z,(n+1)l

sustituyendo estas coordenadas se obtiene:

. 0
Xg f Vh Un z. =

X = 2n

n x0+Wn LI

donde las columnas de W, se pueden cal-
cular facilmente por que U, es triangular
superior:
=k
Wp = (Vn_; ui,nwi) /un,n
=1

y de esta forma es posible actualizar la
aproximacidén inmediatamente:

X. = X

n n-1 * Zn Yn
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El inconveniente de usar la ortogonali-
zacidn completa es que, después de varias
iteraciones, se requiere mucha memoria
para almacenar a la base V, v, ademds, no
es necesaria cuando el sistema es simé-
trico ya que, en este caso, hi' = 0 para
j > i+l. Pensando en esto, DIOMRES (k,m)
s6lo ortogonaliza a Av_ con los Gltimos k
vectores v., de esta forma se reducen los
requerimieﬁtos de memoria y el tiempo
empleado en cada iteracidn.

Cuando k es menor que un cierto minimo,
que depende del caso, los métodos itera-
tivos de la familia del gradiente conju-
gado tienden a perder su velocidad de
convergencia y por ello resulta conve-
niente introducir el reinicio cada vez que
esto ocurre. DIOMRES (k,m) reinicia cada
m iteraciones, de modo que al emplear la
pareja adecuada de parametros (k,m), se
puede reducir mucho el tiempo total que se

emplee para resolver a un sistema. Si el

sistema es simétrico, los parametros
adecuados son (2,N). Actualmente se esta
buscando la manera de facilitar la identi-
ficacién de los pardmetros 6ptimos para
los casos no simétricos. A DIOMRES(k,m) se
le puede incorporar la técnica del precon-
dicionamiento del sistema para mejorar su
velocidad de convergencia, siendo la forma
mas adecuada el usarlo por la derecha.

La‘figura 5 muestra varias graficas de
comparacién sobre la eficiencia numérica
de DIOMRES(k,m):- con respecto a otras
técnicas. (Una descripcién completa del
método en: De la Torre E11,1990 y 1991).
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Fig. 4.- Comparacion entre Presiones Calculadas por la
Solucion Exacta de Linea Fuente y el M.D.F.I

E“ >~ SOLUCION EXACTA
© UJIDDJ.I.‘?Q = | hor
y Q0000 D.PL (t=10 horas
£$ A COO00 DI, (t=20 horas
2
=
T A BN S R B S e s g
pozo Distancia Radial (m)

000 6.00 12.00
No. DE PRODUCTOS *E+05
E : DIOMRES (24) 6 : ORES (5)
0 : ORTHOMN (2) D : DIOM (3)

GC: GRADENTE CONJUGADO

Figura 5.- Cifras correctas en
Residuo Vs. Trabajo Computacional
sistema de orden 961, precond.
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