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RESUMEN

La interaccién alineal entre una onda de Rossby
: : \ .

(OR) incidente y una OR reflejada produce un

flujo estacionario (i.e. independiente del tiempo)

paralelo a la costa y un flujo transitorio de fre-

cuencia dos veces la de la onda incidente. Si el
forzamiento transitorio es resonante, i.e. una GR
libre, la respuesta resonante debe tener ampli-
tud nula en la costa para poder satisfacer ahi la
condicién de no flujo normal. La expansién per-
turbativa directa predice que la amplitude de ia
respuesta resonante crece linealmente en la coor-
denada perpendicular a la costa, y. Resonancia
es posible sélo si 0 < |sina| < 1/3, donde «
es el angulo entre la costa y la direccion este.
Esta condicién es satisfecha por varias costas en
el océano. Se describe un método grafico para
encontrar una triada resonante.

Usando el método de escalas miltiples, se en-
cuentra que las amplitudes de onda de la triada
resonante son funciones periédicas de y, de tal
manera que el flujo total de energia de la triada
a través de cualquier plano paralelo a la pared-
costa sea cero, como se requiere por conservacién
de energia. Las ondas de la triada resonante son
paquetes de onda.

Como posible aplicacién oceanografica se en-
cuentra que la distancia de la costa a la que uno
esperaria encontrar amplitudes grandes de pe-
riodo semi-anual si OR anuales estuvieran inci-
diendo es del orden de 100 km.

INTRODUCCION

La interaccion alineal débil entre una onda de
Rossby (OR) incidente y la reflejada produce
(Graef-Ziehl, 1990; en adelante abreviado como
GZ): 1) un flujo Euleriano estacionario (i.e. in-
dependiente del tiempo) paralelo a la costa y 2)
un flujo de frecuencia dos veces (2w) la frecuen-
cia de la OR incidente. En GZ se demostrd que
el forzamiento de 2w podia ser resonante sélo si
0 < |sinal € 1/3, donde a es el 4ngulo entre la
costa y la direccién hacia el este. ;Qué pasasi la
interaccién no lineal entre una OR incidente y la
reflejada excita una OR libre? Especificamente:
dada la posibilidad de que la onda incidente, re-
flejada y forzada formen una triada resonante,
;como encontrarlas?; ;es posible encontrar una
soluciéon uniformemente valida en el caso reso-
nante?

En la teoria de interacciones débiles hay
gran interés en estudiar interacciones resonantes
porque las ondas producidas por estas tienen
amplitudes grandes comparadas con las interac-
ciones no-resonantes (Pedlosky, 1987).

El estudio de interacciones resonantes entre
OR ha sido objeto de varias investigaciones (por
ejemplo, Longuet-Higgins y Gill, 1967; Plumb,
1977; Mysak, 1978). Hasta donde el autor sabe,
interacciones resonantes entre OR planetarias
baroclinicas en un océano con una frontera la-
teral no han sido estudiadas.



ANTECEDENTES TEORICOS

El sistema de coordenadas es z paralelo, y per-
' pendicular a la costa y 2z verticalmente hacia
arriba. La ecuacién gobernante es la ecuacion
cuasi-geostréfica (QG) de vorticidad potencial
(Pedlosky, 1987; GZ) y las condiciones de fron-
tera son cero velocidad normal en la costa (y =
0), en el fondo plano y en la superficie (tapa
ffgida). Se busca una solucién perturbativa para
la funcién de corriente QG (no-dimensional):
¥ = PO 4+ e 4 ... donde € = U/(BL?) es
. el nimero be §-Rossby (GZ).
Si la solucién a O(1) es la superposicion de una
OR incidente y la reflejada, i.e. si
P = AV,(2) (cos85” - coshy”) , (1)
donde A es amplitud, ¥,(z) y A, son eigen-
funcién y eigenvalor del problema vertical de
0) - kx+ly—wt+o,1=12y
se satisfacen las relaciones de dispersién,i.e. w =
on(k,l;) = —(k cos a+l; sin a)/(k2+l?+L2f3/\n),
t = 1,2, entonces las ecuaciones de perturbacion

Sturm-Liouville, 0£

a O(¢) son ,

{V2w(1)+a [ G zw(l)]}-{-cos /X

9 + sina 8 prl) = —B1,¥2(2) x (2)
[cos (0(0) 0 0)) — cos (0§0) + og‘)))} .

donde S(z) = H2N?(2)/fiL? es el pardmetro
de estratificacion (Pedlosky, 1987), H la pro-
fundidad, N(2) la frecuencia de Brunt-Vaiisila,
‘BIZ = ‘12‘A2k(l1 . lz)(lf — l%),

8, vM =0 (3)
8,0,9M) = —J@9,0, N =0en 2= -1,0y
() acotado cuando z — +o00, y — o0.

La solucién para 1(!) se escribe (1) = ¢hom
¢(l) 1p(l)
p2°
para,lelo a la costa forzado por el término ~
cos (050) - Ogo)) en (2), primeramente descrito

en y=0.

donde 1/)(1) es el flujo estacionario

en Mysak y Magaard (1983),

¥, (2) sin (0&0) +0§0)) ,

, -
en la que by, = =Byp[°, V2V, dz/(2w) =
—BIZ§nnm/(2w) Y

B =
= E,\ szg,\

Nl

A

—{(Qk)2 + (h + 12)2 +

5—1; [2k cos o + (14 & l3) sin a]} y (9)

y w,(zlo)m es una solucién homogéflea de (2), que se
escoge para satisfacer (3).

La solucién (4) es valida si A # L2 fgAm, lo
que es una condicién suficiente para no tener
resonancia. Para tener resonancia, es necesario
que (i) A = L2f2Ay, porque entonces, y sélo
entonces, 2w = on(2k,l; + l5) y ademis (ii)
gnnM # 0

El objeto de este trabajo es estudiar qué pasa
cuando hay resonancia, i.e. cuando todas las
condiciones de arriba se cumplen y se encuentra

una solucién aceptable a dichas condiciones.

SOLUCION DE LAS CONDICIONES

DE RESONANCIA

Para satisfacer las condiciones de resonancia se

tienen tres ecuaciones: w = o,(k,L;),1 = 1,2y

2w = op(2k, 1y + 13), y seis incégnitas: k, {3, lg,
w,ny M. Resolviendo en favor de k, se obtiene

k(res) o

e s LD o)
+ 8w 2 L* foAm

(6)

es obvia para tener

cosa 1 [1-9sin®a
()

La restriccién |sina| < 3

’k(r”‘) real y por lo tanto que la solucién

Mi4s aiin,
para asegurar que l; > sean reales y diferentes,
k(res € (k2,k1), donde k15 = —cosa/(2w) +
[L/(?) - I2£33,]' .

Para OR barotrépicas incidentes de periodos
~ 1 mes, como lo s'ugieren datos recientes de al-
timetrfa, las longitudes de onda de la triada son

esté acotada cuando z — Zoo.
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FIGURA 1. Longitudes de onda (km) de la triada resonante (i=incidente. r=reflejada y
f=forzada) versus periodo (afios) del par de OR incidente-reflejada para |a| = 10° (latitud de
referencia fp = 25°). a) n=0 = M=0;b)n=1yM=1.
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FIGURA 2. Método grifico para encontrar las triadas resonantes dado el nimero de modo

n y la frecuencia w de la onda incidente; a = 15° 6y = 25°. a) El circulo (n,w) con n = 1,

' T = 2r/w = 1 afio. b) La linea recta ! = —sina/w (paralela a la costa). ¢) El circulo (M, 2w);
M = 0y sus intersecciones con | = —sin a/w en (2k¥“),ll + 12). d) Los vectores nimero de onda

de una triada resonante (inc=incidente, ref=reflejada y for=forzada).



O(1000 km) mientras que para OR baroclinicas
incidentes de periodo anual hay un rango de 100
a 900 km (Figura 1).

El siguiente procedimiento describe un método
grafico para encontrar las trfadas resonantes (ver
Figura 2):

1. Dibujar el circulo (n,w), lugar geométrico

de los vectores de onda k de los pares de OR
incidente-reflejada de modo n y frecuencia

W.

2. Dibujar la linea recta paralela al eje k dada
por la ecuacién [ = —sina/w (= l1+ o).

3. Escoger un nimero de modo M y calcular

A} = 1/(16w?) — L* f§ Ay Si Ajy > Oen-

tonces dibujar el circulo (M,2w) de radio
Ap y centroen (— cos a/4w, — sin a/4w). Si
este circulo intersectala linea | = — sin a/w,
entonces los puntos de interseccién (alo mas
dos) tienen coordenadas [nges), I+ lz] ;en
otro caso, no hay trfadas resonantes. Si
Afw < 0 entonces no existen OR de modo
M y frecuencia 2w. Escoger una M mas

. pequena.

4. Los puntos de interseccién de las rectas k =
k(”s) con el circulo (n,w) son las puntas de
_.j; ) P
Kine ¥ kres. Podria pasar que ninguna de las
dos lineas k = kg ®) intersectara el cfrculo

(n,w); en tales casos no hay triadas reso-

nantes con lq o real.

METODO DE ESCALAS
MULTIPLES

Cuando hay resonancia, la solucién para el modo
M crece linealmente en y (GZ; Graef, 1993).
Se puede obtener una solucién uniformemente
vélida a O(e) usando el método de escalas
miltiples, en el que se introduce una nueva escala
espacial, Y; = ey, y las derivadas respecto a y se
transforman 0y — 0y + €0y, + - -+, etc. Ecuacion
(2) tiene ahora a —20;0yy; »© _ sin ady, ¥ en

su lado derecho.

Siguiendo a Pedlosky (1987), ¥(© se escribe

‘como la superposicién de los tres paquetes de

onda que participan en la triada resonante

P = A4y (Y1)¥,(2) cos 9§0) — Az ()X
¥, (z)cos 0&0) + A3(Y1)¥pr(2) cos 0:(30) (7)

donde 6 = kz + by —wt+gdd1), 1= 12y
0:(,0) = 0f0)+0§0)~. La ecuaciéon QG a O(1) no tiene
Oy, asi que es satisfecha por (7); las amplitudes
y fases actian como constantes a O(1) y su de-
pendencia en Y; se determina a O(¢) al eliminar
los términos seculares. Sin embargo, para que .
(7) satisfaga la condicién 9, = 0 en y = 0 se
requiere que

Al‘ = A2 =
¢ = ¢2=2¢9 en Y1 =0. (8)
A9

La solucién para (2) se halla expandiendo 1)
en términos de la base completa de eigenfun-
ciones {¥,,(2)}. Después de algo de dlgebra se
llega a que los términos seculares se eliminan si
®1 = ¢ = ¢ = constante y las amplitudes sa-
tisfacen el siguiente sistema de ecuaciones dife-

renciales ordinarias no-lineales de primer orden

(Graef, 1993)

3Y1 Ay —vA43 = 0
Oy, Az + yA14A3 = 0 )
O As — 13414, = 0

donde y = ksina(l, — 12)nnpt/(4?) y 13 =
2w(li — ly)y/(3sina).

La componente-y de la velocidad de grupo de
las ondas es cgyi = (1wl = L)/ KE, i = 1,2

Y €gy3 = 3sin a/K2, donde K? = “-C.P + L2fg)\n
(Graef, 1993). La e)‘(presién para cgy3 indica que

(9)

la onda excitada A3 es una reflejada (incidente)
para una costa occidental (oriental), resultado
que est4 de acuerdo con la idea de intensificacion
occidental.

Combinando dos primeras integrales indepen-

dientes de (9) se puede obtener

cqn KTAT + 2 K3 AT + cqaK2AS =0, (10)
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FIGURA 3. Las amplitudes de onda o envolventes de una trfada resonante como funcfén de
Y; = ey [soluciones del sistema (9)]. Linea punteada: 4; u OR incidente; linea quebrada: Az u
OR reflejada; linea sélida: A3 u OR forzada. Las longitudes de onda (WLs) correspondientes se
indican (i=incidente, r=reflejada, f=forzada). p = 25° o = 10°, T = 1 year. a) n = M = 0; b)
n=1,M=1.



lo que significa que la suma de los flujos de ener-
gla promedio (o flujo total) normal a la costa es
igual a cero, como lo requiere la conservacién de
energia.

La solucién numérica de (9) se muestra en
Figura 3 para dos casos. Claramente, las am-
plitudes o envolventes de los paquetes de onda
‘son-periddicas en Y;. A3 crece linealmente cerca
de la costa, como lo predice la expansién directa
(Graef, 1993). El eje Y; puede dimensionalizarse
usando y. = LY; /e.

Seria de interés para  aplicaciones
oceanograficas saber a qué distancia de la costa
uno esperaria encontrar amplitudes grandes de
periodo semi-anual si OR anuales inciden so-
bre la costa. Esta distancia (d.) se tomé como
dquella a la cual |A3| tiene su primer mdximo
(ver Figura 3). Se calculd d. como funcién de U;,
la méxima rapidez horizontal de las particulas
de la OR incidente (en y = z = 0); se pfiede
mostrar que d. ~ 1/U;. Se obtuvo que para

Ui = O(1 cm/sec), d. = O(100 km).

CONCLUSIONES

Cuando la tercer onda excitada por la interacciéon
no-lineal entre una OR incidente y la reflejada es
libre, la expansién directa predice un crecimiento

lineal en su amplitud en la direccién normal a la .

costa (y). ‘

_.Usando escalas miltiples, se muestra que la
expansion directa es correcta cerca de la costa.
Mi4s lejos, las amplitudes de onda de la triada son
_ funciones periédicas lentas de y, de'tal_ manera
“que el flujo de energfa de la trfada a través de
cualquier plano paralelo a la pared-costa es cero,
como lo requiere conservacion de energia. Esta
modulacién en su amplitud es la envolvente de
un paquete de onda.

Se encuentra que hay costas en el océano que

satisfacen 0 < |sina| € 1/3, i.e. donde resonan-
cia es posible. Por ejemplo, en el Atldntico, la
costa Norte de Cuba y Grandes Antillas (a =

CESE
19°); en el Indico, la costa Sur de Sud-Africa
(173°) y en el Pacifico las Islas Aleutianas (166°).
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