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RESUMEN

Se presenta la extension del método de histogramasrepar tidos par a €l analisis de muestr as escasas (Nava, 1998), a
histogramas con cotas rigidas, histogramas de rosa e histogramas en 2D como son los mapas que presentan valores de la
distribucién de alguna observable en celdas (o clases) de 2D. Como par a los histogramas convencionales, el método reduce
ladependenciadeloshistogramasen el tamafioy lalocalizacion delasceldas; también se encuentra, empiricamente, quelos
histogramas producidos por este método pueden, en general, aproximar la distribucién madre de procesos natur ales mejor

guelos histogramas comunes.

INTRODUCCION

La motivacion y las bases del método de histogramas re-
partidos han sido expuestos en Nava (1998), pero agui se resu-
miran brevemente de manera que este articul o pueda entender-
se sin necesidad de consultar el anterior.

El problemaen cuestion estratar deidentificar o estimar la
distribucion estadisticap(v) (distribucién madre) de unapobla-
cionV quetiene M elementos (M puede ser infinito), apartir de
una muastra{vj }, donde cadavj es un dato (producto de laob-
servacion) identificado por el indice j=1,2,...,Ny N esel nime-
ro total de datos. Conocer la distribucion p(v) permite hacer
inferencias probabilisticas respecto a la ocurrencia de eventos
deV.

Las muestras se analizan muy a menudo mediante
histogramas que consisten en |a representacion del nimero n,
de elementos de lamuestra cuyos val ores estan conteni dos den-
trodeunintervalo queabarcadev, +i Avavy, + (i+1) Av, donde
Av es €l tamario de los intervalos de clase, o celdas, v, es un
valor dereferenciaqueindicael comienzo delaiésimacelda, e
i esun entero que tomalos valores necesarios para que las cel-
das cubran (por o menos) toda la extension de los N valores
observados. Conforme crece el tamafio delamuestray larazon
N /M - 1 el histograma se aproxima cadavez mejor aladistri-
bucion de la poblacion. Una muestra abundante permite el uso
de Av pequefiay el histograma se aproxima aladistribucion.

Desafortunadamente, no siempre es posible conseguir una
muestra abundante y cuando la muestra es escasa la forma del
histograma depende criticamente de laeleccion del tamafioy la
posicion de los intervalosy no se parecerd necesariamente ala
distribucion madre.
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En Nava (1998) se propuso unavariante del conocido mé-
todo de convolucionar unadistribucién con unafuncion deerror
(e.g. Silvermann, 1986; Fisher, 1989). El método consiste en
repartir cada muestra (no, como se hace comiunmente, repartir
el nimero de muestras en cada celda una vez hecho el
histograma), considerada con areaunitaria, sobre unaextension
centrada en el valor medido y de acuerdo con alguna distribu-
cion de reparto dada, de maneraque la contribucion delamues-
traalaceldaen que cae su valor y alas celdas cercanas a ésta
depende del areadeladistribucién de reparto que cae dentro de
cadacelda. En €l articulo citado, se mostr6 que ladependencia
de los histogramas repartidos en el punto de referenciay ladi-
mension de | as cel das (siempre que éstas sean angostas con res-
pecto a la funcion de reparticion) es casi nulay se encontrd
empiricamente que | os histogramas reparti dos representan me-
jor aladistribucion madre que | os histogramas usuales.

COTASRIGIDAS

Esobvio quelaconvolucién delosimpul sos que represen-
tan alos datos con una distribucion de error razonabl e (esto es,
no impulsiva) aumenta la extension que cubren dichos datos.
Por gemplo, si los datos estan representados por las lineas
discontinuas verticales de la figura 1, que cubren la extension
deV, =5°aV__ =90° y consideramosAv =1°y unafuncion
deerror normal con desviacion estandar o= 2°, entonces, trasla
convolucion, tendremos celdas con valores distintos de cero
(paracinco cifras decimales de aproximacion) entre V. =-18°a
V, =113° (linea delgada Figura 1). Este resultado seria perfec-
tamente aceptable si estuviéramos trabajando con datos de, di-
gamos, azimuths o temperaturas; pero es absurdo si se trata,
como en este gemplo, de datos de echados defalla(e.g. Frez et
al., 1999), cuyosvalores aceptables son, por definicion, deV, =0°
aV,=90°. Estoes, si tenemos unaincertidumbre en una medi-
cion cercana a una cota rigida el error posible no puede
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Figura 1. Histogramarepartido delosdatos de echado &, representados por lineasdiscontinuasverticales, quecubrendeV  =5°aV__
=90°. Para Av=1°y funcion deerror normal con ¢ =2°, €l histograma (linea delgada) abarcadeV =-18°aV =113° Lalineagruesa

muestra el efecto de considerar 0°y 90° como cotasrigidas.

distribuirse atravésdelacotay esnecesario tomar esto en cuenta
al “repartir” los datos sobre las celdas. Naturalmente, si para
cadavalor se conocelafuncion de error apropiadaquelo distri-
buyasin rebasar lacotarigida, funcion que seraen general dis-
tinta para cada valor cercano ala cota, entonces se puede apli-
car directamente lafuncion apropiadaacadavalor (o cua pue-
de ser complicado desde el punto de vistacomputacional). Pon-
gamos como ejemplo el caso de mediciones de echados cerca-
nos alos 90° por gedlogos: si alguien hicieraun estudio estadis-
tico paraconocer lafuncion de error y éstafueraaplicable alas
mediciones de cualquier gedlogo, entonces se podria aplicar
ampliamente esta funcion al estudio de fallas. Desafortunada-
mente, ésta y muchas otras funciones no son conocidas y sin
embargo es necesario tomar en cuenta de alguna maneralain-
certidumbre en ellas.

Consideramos aqui dos métodos paratratar €l caso de ba-
rreras rigidas mediante aplicacion de lamismafuncién de error
utilizada para los demas datos. El primer método consiste en
considerar un plegamiento (semejante al faltung que ocurre al-
rededor delafrecuenciade Nyquist en el anadlisisde Fourier) de
la distribucién de error alrededor de la cota rigida, segin se
ilustra en lafigura 2a, donde la flechaindica la posicion de un
dato, lalinea delgada eslareparticion original con laparte que
sobrepasaalacotaplegaday lalineagruesaeslaresultante del
plegamiento. Este tratamiento sesgalos posibles errores, dan-
do mayor probabilidad avalores entre el valor medido y la cota
gue a propio valor medido, lo cual no parece razonable.

El método elegido en este trabajo consiste simplemente en
truncar lareparticion en lacotarigiday renormalizar lareparti-
cion truncada a drea unitaria, de manera que los valores no per-
mitidos se redistribuyen proporciona mente aladistribucion ori-

ginal. Estetratamiento seilustraenlafigura2b, dondelalinea
delgada es ladistribucion original y lalinea gruesa esla distri-
bucion truncaday renormalizada. El resultado delaaplicacion
de este método al andlisis de los datos del gjemplo se muestra
como lineagruesaen lafigural.

ROSAS

El histograma de rosa es una herramienta bien conocida
para €l andlisis de datos con extensiones ciclicas (e.g. Fisher,
1989, 1993), como, por ejemplo, orientaciones de trazos de fa-
[la, azimuths de orientaciones de magnetismo en las rocas, ho-
rasdel dia, etc., dondelascotasinferior y superior coinciden en
una Unica cota que no esrigida. Los histogramas de rosa pre-
sentan |os mismos problemas que | os histogramas comunes (no
ciclicos), por lo que puede aplicarseles la técnica de reparti-
cion.

El Unico problema surge cuando hay datos cercanos a las
cotas, de manera que dichos datos son repartidos entre celdas
gue sobrepasan las cotas. Por gjemplo, en el histogramaderosa
con extension de 0° a 360° de la figura 3, se muestralareparti-
cion de dos datosindicados por flechas: uno con valor 165° que
sereparte entre 142°y 188° sin problemaalguno; otro con valor
5° que sereparte entre -18°y 289, y las celdas del intervalo -18°
a 0° (sombreadas) corresponden naturalmente a las de 342° a
360°. Delamismamanera, lareparticién de datos con valores
levemente inferiores a 360° podra afectar celdas para valores
cercanos a 0° pero asignar la reparticion alas celdas apropia-
das es sblo cuestion de teneduriade librosy no es problemaen
realidad.
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Figura 2. Dos diferentes maneras de hacer la reparticion de un
dato, indicado por una flechay repartido originalmente segtin la
linea delgada, en presencia de unacotarigidaen 8=90° Laparte
de la reparticion original que sobrepasa la cota se indica por la
linea punteada. En (a) esta sobrante es plegada sobre ésta y el
resultado del plegamiento se muestracomolalineagruesa. En (b)
la sobrante estruncada y el restante ha sido normalizado a area
unitaria seglin muestralalinea gruesa.

Podemos considerar dos tipos de valor ciclico, alos que
[lamaremos uni- y bidireccional. El tipo unidireccional corres-
ponde a datos cuyos val ores estan definidos univocamente den-
tro delaextension considerada; por € emplo: azimuthsde orien-
taciones magnéticas (0° a 360°), hora de ocurrencia dentro de
undia(0a24hrs), etc. El histogramaderosaunidireccional se
ilustra en la figura4 que muestra la distribucién, sobre cada
dia, delostiempos de origen t de deslizamientos verticales en
el extremo sur de lafalla Imperial (Navay Glowacka, 1999).
L os datos son indicados por lineas discontinuas. Las celdastie-
nen At=0.05diasy el largo de cada una corresponde al nimero
repartido (mediante una gaussiana con o =4At) de eventos en
ella, seglin laescalaradial N, de maneraque el areatotal conte-
nida por €l histograma es el nimero total de eventos.

El tipo bidireccional corresponde adatos cuyosvalorestie-
nen una ambivalenciade medio ciclo. Como ejemplo tenemos
alas direcciones de falla expresadas como azimuths en la ex-
tension de 0° a360°; como ho se asocia un sentido determinado
alasfallas, azimuths de 45°y de 225° describen a mismo rum-
bo NE. Como ilustracién del jemplo presentaremos|os azimuths
de plano de falla, obtenidos de los mecanismos focales, para
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Figura 3. Reparticion dedosdatosindicadospor flechas. El dato
con valor 5° sereparteentre-18°y 28°, y lasceldas del intervalo -
18° a 0° (sombreadas) corresponden naturalmente a las de 342° a
360°.
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Figura 4. Histograma derosa unidireccional que muestrala dis-
tribucion, sobre cada dia, de tiempos de origen t; los datos son
indicados por lineas discontinuas, las celdastienen At=0.05d y €l
largo decada unacorrespondeal nimerorepartido (medianteuna
gaussiana con o =4At) de eventosen ella segin la escalaradial N.
El areatotal dentrodelacurvacorrespondeal nUmero deeventos.
Larayamasgruesaextraneaal circuloy con direccién radial indi-

cael valor My lasdosrayasa susladosindican [ (i Stﬂ .
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sismosen el vallede Ojos Negros en el norte de BajaCalifornia
(Frez et al., 1999). Naturalmente, €l tipo bidireccional puede
reducirse al unidireccional mediante la reduccion de la exten-
sién a la mitad restando medio ciclo a los datos que superan
estevalor; en el gjemplo los azimuths son reducidos ala exten-

sién de 0°a180°, como se muestraen lafigura5. Sin embargo,

esmasfacil interpretar o visualizar lainformacion del histograma
si esté expresada sobre la extension natural de los datos; en el

caso de azimuths del jemplo el histograma de 0° a 360° puede
sobreponerse o integrarse amapas. Por o tanto, los histogramas
bidireccional es pueden presentarse sobre medio circulo, segiin
seilustraen lafigura 6aparalos mismos datosdelafigura5, o,

mejor alin, con lainformacién de medio circulo reflejada sobre
laotramitad (figura 6b), aungque en este caso €l areatotal den-

tro de la curva es el doble del nimero de eventos.

Enlasfiguras 5y 6 se hagraficado, con linea gruesa, solo
lafrontera externade las celdas (sin las rayas que las separan),
pues asi se evita que, para celdas angostas, la concentracion de
rayas cerca del origen obscurezca los detalles de |a distribu-
cion.

135°

90°

Figura5. Histogramarepartido de azimuths ¢ de plano defalla,
distribuidos unidireccionalmente de 0° a 180°. Lasrayasradiales
extraneasal circulo indican [@O(centro) y [0+ S¢.

Un aspecto en que difieren los histogramas de rosa de los
no-ciclicos es el del valor medio, desviacion standard y otros
momentos de la distribucion. Para cualquier tipo de distribu-
cion los pardmetros mencionados estan perfectamente defini-
dos en un histograma no-ciclico, pero en el caso de una distri-
bucién uniforme, o aproximadamente uniforme, o mutimodal
con modos situados en puntos del ciclo lejanos entre si, estos
parédmetros pueden no tener sentido pues sus valores dependen
de la eleccién del origen, que es arbitraria. Por ejemplo,
supdngase unadistribucion uniforme de azimuths, medidade 0°

Figura 6. Histograma repartido de azimuths ¢ de plano de falla,
distribuidos bidireccionalmente de 0° a 360°. En (a) el histograma
se grafica de 0° a 180°. En (b) el histograma se reflgja alrededor
del origen, de manera que el area total bajo la curva es 2 veces el
namero de eventos. Rayasradiales como en lafigura 5.

a 360° cuya media es, inmediatamente, 180°; si medimos los
azimuths de 45° a405°, lamediaes 225°y obtendremos medias
distintas para cada el eccién de origen.

Sin embargo, para distribuciones unimodales o, a menos,
mayormente concentradas sobre una extension que cubre una
parterelativamente pequefiadel ciclo, si tiene sentido hablar de
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valor medioy de desviacion estéandar. Por jemplo, ladistribu-
cion detiemposorigent delafigura 4 contiene eventos solo en
laextension de 0.767d a1.000d y de 0.000d a0.167d y tieneun
claro maximo t," = 0.108d; en este caso es perfectamente vali-
do preguntarse cudl esel valor promedio de lostiempos origen.

Si laextension de los val ores observados no abarcael ori-
gen, lamedia, la desviacion estandar, etc., pueden ser calcula-
das directamente; pero si, como en lafigura4, la extension si
abarca el origen, entonces es necesario tener cuidado de corre-
gir por el brinco que significael paso por el origen. Unamane-
ra de hacer esto es utilizar el valor t™> como referenciay, a
evaluar los parametros, cadavez que Ot ™ -t . [1>%4T, dondet,,
esel valor del iésimodatoy T esel valor deun ciclo, en vez de
t, utilizart, +Tsgn(t,™ -t ). Enlafigura4larayamasgruesa
con direccion radial extrdnea al circulo indica el valor medio
fi,.=0.063d y lasdosrayasasusladosindican [f [t S , donde

S, [f,1=0.083d esladesviacion estandar. EnlasfigurasSy 6
rayas similaresindican los valores de [¢p[ly [Pl S,

MAPAS

Para muestras cuyos valores cubren una superficie en 2D,
un histogramaconsidera celdas rectangulares de tamafio Ax Ay
y el nimero n, de elementos de la muestra cuyos valores estan
contenidos dentro de laceldah, cuyos lados son los intervalos
X, + i Axax + (i+1) Axyy,+j Ayay, + (j+1) Ay. Por cadaevento
gue cae dentro de una celda dada, un histograma convencional
incrementapor 1 el nimero de elementos en esacelday no hace
cambio alguno en los contenidos de |las demés celdas. En cam-
bio, para cada evento, un histograma repartido incrementa el
contenido de todas las celdas por el volumen que queda dentro
de cada celda bajo algunadistribucion bidimensional deerror o
incertidumbre (unitaria), alrededor del evento. De particular
utilidad eslafuncion gaussiana bidimensional:

%) (=)’
207 202
X=X, Y=Y )=———— . ’
g(X =X, Y= Y,) 7.0, 2n , (1)
con desviacionesestandar o,y 0, en general distintas, centrada
sobre el késimo evento localizado en (x,, y,). Estadistribucion
puede ser facilmente rotada en caso de que la orientacion de la
incertidumbre en los datos no corresponda con losegjesX y Y.

Lafigura7 ilustrael efecto dedistribuir los eventosen 2D
mediante unagaussianasimétricacon o, = Ax/4= g, = Ayl4. En
la parte superior a la izquierda se muestra el caso en que el
evento cae en €l centro de una celda; la gaussiana (cuya escala
se ha exagerado) queda contenida (para €l nivel de precision
utilizado) dentro de la celday éstatiene amplitud unitaria. En
laparte superor aladerecha, seilustracémo sereparte un even-
to que cae en €l centro de la frontera entre dos celdas; la mitad
de la gaussiana es contenida en cada celda de manera que am-
bas tienen amplitud 0.5. Al frente a la derecha se muestra la
reparticion de un evento localizado en la frontera entre cuatro
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celdas, queresultaen el valor de 0.25 paracadauna. Al frente
alaizquierda se muestraun evento ocurrido cercade unafron-
teray como sereparte de maneradesigual entrelas celdasadya-
centes. En un histograma usual |os eventos de los tres Gltimos
casos habrian sido asignados completamente aunaceldau otra
y, para eventos situados en fronteras, la celda habria sido esco-
gidasegun algun criterio usualmentearbitrario. Lo anterior ilus-
traunade lasrazones por las que, al menos paramuestras esca-
sas, esmas razonabl e repartir que simplemente asignar ocurren-
cias. Naturalmente, si la distribucién de reparto es mas ancha
gue las celdas, entonces un evento estara siempre repartido en-
tre varias celdas.

Figura 7. Ejemplosdel efecto dela posicion deun evento con res-
pecto a las celdas en 2D sobre su distribucién mediante una
gaussiana simétrica con cIX:Ax/4=0y = Ay/4.

En Nava (1998) se discutieron los fuertes efectos que so-
bre un histograma convencional pueden tener diferentes valo-
res del origen de las variablesy del ancho de clases; los mis-
mos efectos resultan para histogramas en 2D y, como en el caso
unidimensional pueden ser en gran parte corregidos mediante
lareparticion delosdatos. En particular, €l uso de celdas muy
pequefias con relacion a la extension y/o incertidumbre en los
datos hace que el histograma repartido sea escencialmente in-
dependiente de la eleccién del origen de coordenadasy del ta-
marfio exacto de las celdas.

Lafigura8ilustra el histograma repartido de los sismos
con M >4 ocurridos en el norte de Bagja California de 01/07/
1973 a29/05/1998, enel areaqueabarcade 114.8°W a116.5°W
y de 31.5°N a 32.7°N, con Ax=Ay = 0.02°y g, = og,= 0.04¢;
sobre lafigurase muestralafronterainternacional y algunasde
lasprincipalesfallasdelaregion. Si secomparaestafiguracon
lafigura 4 de Frez y Frias-Camacho (1998) que ilustralaener-
gia sismica liberada en la region, puede verse que un simple
histograma repartido (con ventana de magnitud que incluye so-
lamente sismos rel ativamente grandes) puede dar unamuy bue-
na idea de la distribucion de la sismicidad significativa en la
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region. Naturalmente, si se hubieraasignado pesosalossismos
segln su energia (0, més hien, segiin el logaritmo de ésta) €l
resultado hubiera sido muy parecido al de la obra citada, aun-
gue no exactamente igual, porgque en ésta se obtuvo primero un
histograma normal y se reparti6 después.
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Figura 8. Histograma repartido en 2D de los sismos del norte de
Baja California con M 24 01/07/1973 a 29/05/1998, de 114.8°W a
116.5°W y de 31.5°N a 32.7°N, con Ax=Ay = 0.02° y 0, = o, =
0.04%; sobrelafigura se muestralafronterainternacional y algu-
nasdelasprincipalesfallasdelaregion.

CONCLUSIONESY DISCUSION

Latécnicade histogramas repartidos es perfectamente
aplicable a distribuciones con cotas rigidas, a histogramas de
rosaparael andlisisde variablesciclicasy para histogramas en
2D. Como en los otros casos discutidos en Nava (1998) los
histogramas repartidos son menos dependientes del tamafioy la
localizacion de las celdas y casi independientes de estos
pardmetros cuando las celdas son bastante menores que la des-
viacién estandar de la distribucién de reparto.

Se encuentra empiricamente que para muestras escasas |0s
histogramas repartidos se ajustan mejor a las distribuciones
madre que los histogramas comunes. Por lo tanto, estimar o
identificar una distribucion madre desconocida a partir de una
muestra escasa puede facilitarse mediante el uso de histogramas
repartidos.

Tres programas, escritos en BASIC para PC, que ela
boran los histogramas descritosen este articuloy en Nava (1998),
se encuentran a disposicion de los interesados
(fnava@cicese.mx).
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