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RESUMEN

Este articulo intenta popularizar el criterio segun el cual el ajuste de un modelo a observaciones se mide por la distancia ortogonal
de los puntos-datos a la superficie que representa al modelo mateméatico. Con ello, se toma en cuenta los errores tanto de las variables
independientes como de la dependiente, situacién que se presenta en las Ciencias de la Tierra. En contraste, la familia de los métodos de
cuadrados minimos supone que sélo la variable dependiente tiene error.

El dlgebra correspondiente al caso lineal se desarrolla con detalle, al mismo tiempo que se describen procedimientos numéricos para
la determinacion del estimador central y de la variabilidad estadistica correspondiente. De de todas estas técnicas, aplicamos una basada
en el célculo de un vector caracteristico para el estimador central y otra de remuestreo, para una medida de variabilidad. Los procedimien-

tos se aplican a un caso tomado de la literatura.

Se aclara la relacién entre el estimador de minima desviacién ortogonal y el de méaxima verosimilitud con errores gaussianos en las
observaciones. Ambos son equivalentes si podemos aplicar un factor de ponderacién distinto a cada variable; este factor se asocia al error
promedio de las observaciones correspondientes. El método de méxima verosimilitud tiene una mayor generalidad cuando los errores

presentan mucha dispersién en al menos una de las variables.

1. INTRODUCCION

Existen una gran cantidad de alternativas y mejoramientos del
método estandar de cuadrados minimos (MCE) para resolver siste-
mas sobredeterminados de ecuaciones; el objetivo es inferir los valo-
res de los parametros del modelo a partir de un conjunto de obser-
vaciones. Este articulo intenta divulgar un criterio que ha llamado la
atencidn a los analistas de datos desde hace mas de 100 afios (v. gr.,
Adcock, 1878). En lo que sigue, se trata el caso de un modelo
lineal. Como nomeclatura, utilizamos letras latinas minGsculas para
representar vectores; letras latinas mayusculas, para matrices, y le-
tras griegas, para escalares. La excepcion son las letras latinas mi-
nasculas con subindices que pueden ser vectores o escalares (com-
ponentes de vectores); el contexto deja claro el significado corres-
pondiente. Elsuperindice “T” indica la operacion de transposicién y
el acento circunflejo indica el “valor estimado” de la variable sobre la
cual esta dicho simbolo.

El método estandar de cuadrados minimos minimiza la norma
cuadratica de los residuales, donde el residual i-ésimo se define por
— o JTo (1)

=Y U X= R
donde y es un elemento del vector de observaciones. Las compo-

Ox O
nentes del vector ElP(O % corresponden a los coeficientes (incogni-

tas) del hiperplano; el subvector x, a las pendientes; el término
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inhomogéneo (escalar) x; es el parametro de posicion; u es el

vector-fila que corresponde a la “realizacion” empirica del modelo
para el dato /~ésimo.

En vez de medir el ajuste o desajuste del modelo a los datos a
traves del vector de residuales, la alternativa que manejaremos mini-
miza la distancia ortogonal de los puntos-datos al hiperplano que
representa al modelo. Suponemos adicionalmente que la matriz

formada por todos los vectores filas {u,T} tiene sus columnas

linealmente independientes entre si y con respecto al vector y ; es
decir, suponemos que tenemos suficiente informacion para estimar
independientemente los elementos del vector de incégnitas.

De este modo, minimizamos la distancia del punto {yi , ui} al
hiperplano descrito por

y=u"x+ X, )

El vector urepresenta las coordenadas de las variables indepen-
dientes mientras que la letra “x” denota “incognita”; la variable y se
toma como dependiente aunque la idea basica del método es intro-
ducir una simetria entre las variables, ya que todas participan en la
medicion de distancia que es necesario minimizar; ésto, en contraste
con el método de cuadrados minimos que considera solo un ajuste
en la variable dependiente.



Designamos al criterio como de “minima distancia ortogonal”
(MDO); la literatura estadistica también lo llama de “regresiéon
ortogonal”. Dejando explicito el uso de la norma cuadratica, tam-
bién recibe el nombre de “minimos cuadrados total” (TLS, por las
siglas en inglés) desde que lo hicieran Golub y Van Loan (1980).
Este criterio se relaciona al de “regresion con errores en todas las
variables” que considera que todas las variables de la regresion es-
tan sujetas a error; esto implica una ponderacién implicita en la esti-
macion; este topico es discutido en la Seccion 6. Hasta esa seccion,
no incluimos, por simplicidad notacional y de exposicidn, a una pon-
deracion de las mediciones que se base en la bondad relativa de
ellas. El lector debe recordar en este respecto que el método de
cuadrados minimos ponderados (v. gr., Lawson y Hanson, 1973)
generaliza al estandar (MCE) con una ponderacién de las ecuaciones
a través de la matriz de covariancias de los errores de la variable
dependiente. Finalmente, por simplicidad, utilizamos la norma
cuadratica en vez de la menos popular, pero mas robusta, /; una
reciente referencia en esta Ultima direccion es Watson (2002). En
resumen, el criterio MDO a desarrollar en la seccién siguiente es
una version cuadratica, bien condicionada y no ponderada.

Aunque existen procedimientos computacionales probados
(Spéth, 1987; Van Huffel y Vandewalle, 1991; Kent et al., 1990,
entre otras referencias), hay pocas aplicaciones publicadas en Cien-
cias de la Tierra del criterio MDO o, mas en general, del criterio de
regresion que considera errores en todas las variables. En su revi-
sion, Van Huffel y Vandewalle (1991) mencionan sélo un articulo
(Fisher, 1989) que pertenece a estas ciencias. Una excepcion a esta
aparente falta de interés la constituye el trabajo para construir
isocronas, donde es necesario tomar en cuenta los errores de todas
las variables (v.gr., Mclintyre et al., 1966; Kent et al., 1990). Pienso
que la divulgacion del criterio MDO puede ser beneficiosa, particu-
larmente si se toma en cuenta que, por ejemplo, en Geologia,
Sismologia Estadistica e Ingenieria Sismica se hace un gran uso de
regresion lineal, a veces en escalas semilog o log-log, en que todas
las variables estan sujetas a error. No es la intencion de este articulo
hacer una revision exhaustiva del tema; mas bien se trata de presen-
tar un método poco utilizado, explorar su légica, compararlo con
otros y guiar al lector en su aplicacion, entregando referencias ade-
cuadas. Dado que el tratamiento del caso de la linea recta es trivial
con los recursos modernos de computacion (Seccion 8), trataremos
el caso multivariante; el precio es un manejo de algebra lineal (v.gr.,
Noble y Daniel, 1989) con las expresiones matriciales en notacion
compacta e indicial. Ademas de sus propositos de divulgacion, la
descripcion y discusion de los métodos que se acompafian pueden
ser Utiles en la ensefianza ya que los textos mas generales no inclu-
yen los topicos aqui cubiertos.

3. OBTENCION DE LA FUNCION CRITERIO

Sea el modelo lineal aplicado a un conjunto de datos

mx1 mxn nx1 mx1
y=AXx+e

(3)

m>n

donde e denota el vector de error. El criterio MCE es
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min, |[Ax -], (4)

Para introducir el criterio MDO, podemos generalizar expresio-
nes para los casos n =2y n= 3. Para n = 2y mdatos, tenemos
que

1 U O Eyl O
O O
A= % U2 d ;Y= 20 X =

M Ml MmO 9 (5)

B O g O

UnQJ DYmO

La distancia de cada punto P, (u, y,) a la recta
Y =X +xu (6)
es

d = i~ XU =X

1+%¢ (7)

Para problemas de regresion, la variable dependiente es y mien-
tras que la independiente es u. Tenemos m pares de mediciones.
En el caso n = 3, tenemos dos variables independientes (u, y u,) y
el modelo esta dado por

Y =X X U+ X Uy (8)
La distancia ortogonal correspondiente a (7) resulta ser
d = Yi =X U1 =X Uip =X
P 9

\/1+x12+x§

En el caso multivariante (es decir, cuando el vector de variables
independientes u tiene maltiples componentes), las expresiones (7) y
(9) se generalizan a

T
_Yi U X=Xy
d = I+ X'II' <72 (10)
Por lo tanto, la funcion criterio es
2 2
mlyi-ux-xy-UTxexg))
Q, (x)= = (11)

1+ x"x

E 1+

donde la matriz U contiene las coordenadas {U; j} de las variables

independientes. Observe que el denominador no contiene al térmi-
no inhomogeneo x,.

Una minimizacion de la funcion criterio (11) con respecto a x,
produce
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Estimadores de minima desviacion ortogonal; Caso lineal

mx(F%Yi‘HZlUiTHX

Ko = y—U' X (12)

0 Sea,

donde las barras indican valores promedios.

Reemplazando (12) en (11), obtenemos

)-(u -u) ¥’ (13)

i [ -)

Para el caso de un modelo homogéneo x, = 0,

Q0=

Qz(x

Shord s

1+ x"x

Las ecuaciones (13) y (14) son matematicamente equivalentes
si aplicamos transformaciones simples.

Si deseamos utilizar la norma p-ésima, la generalizacion de (14)
es

p
Q,(x= Ul X (15)

p/2
X 1=1

4. UNA SOLUCION NUMERICA PARA LA NORMA
CUADRATICA

Tomemos la solucion numérica que describe el texto de Spéth
(1987) y cuya logica, con algunas aclaraciones, seguimos en esta
seccion. La funcion criterio (14) se puede tomar como la razdn entre
dos normas cuadraticas con la transformacion

W=§E  z=(A -y) (16)

con lo que (14) queda como

2 (17)

El proposito obvio de la transformacion (16) es asimilar Q, (x)
a un cociente de Rayleigh (v. gr., Noble y Daniel, 1989), con lo cual
el problema de minimizacion equivale al calculo del vector caracte-
ristico asociado al eigenvalor mas pequefio de la matriz positiva de-
finda Z 7 Z.
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Por lo tanto, la minimizacion de Q, (x) equivale a buscar el
valor caracteristico méas grande en el problema

(Z2"2)'w=A w (18)

para obtener el vector propio correspondiente, que es lo que busca-
mos. La forma (18) nos permite aplicar el método de potencias y
obtener el vector caracteristico directamente; ver, por ejemplo,
Hildebrand (1965), Acton (1970), Spéth (1987). Este método aplica
iterativamente la relacion

W =777 ) 0 as)

donde los superindices entre paréntesis indican el orden de la itera-
cién. La inicializacion puede ser, por ejemplo,
w0z o w®=g paraalgini (20)
donde el vector /tiene todas sus componentes iguales a uno y {é}
son los usuales vectores bases de un sistema cartesiano de coorde-
nadas. Para solucionar el sistema de ecuaciones (19) para w*b,
podemos aplicar la descomposicion de Choleskia Z ™ Z, incluyendo
la posibilidad de hacerlo como R " DR, donde R es una matriz trian-
gular superior con unos en la diagonal principal y D es una matriz
diagonal. Acton (1970) demuestra que el método de potencias con-
verge si los valores caracteristicos no se acumulan cerca del que se
busca. En el caso extremo, puede haber mas de un vector caracte-
ristico asociado a este eigenvalor. Como criterio de convergencia,
parece adecuado utilizar la norma cuadratica de la diferencia entre
w &0y w ) después de normalizar los vectores de tal forma que

H w H2 =1, Esta normalizacion tiene la ganancia extra de evitar

aumentos o disminuciones drésticas de los valores numéricos de las
componentes del vector al pasar de una iteracion a otra; esto sucede
en los casos de aplicacion que describimos en la seccién 7. Obteni-
da la convergencia, aplicamos la condicion (16) para el Gltimo ele-
mento del vector obtenido, i.e., w__.=1.

n+1

5. ALGUNAS PROPIEDADES DEL ESTIMADOR

La ecuacion (8) equivale a

3 ATA -ATy B
yTA YTy B (22)
0 sea, dos ecuaciones de las cuales podemos eliminar a A. El resul-
tado es

(ATA-yTri,)x=ATy (22)

|, es la matriz unidad cuya dimension esta indicada por el subindice
n; res el vector de residuales. El sistema (22) no es lineal en las
incognitas y puede utilizarse para formar un esquema iterativo que



determine al vector de incognitas; la no-linealidad se evita con el uso
del residual de la iteracion anterior y todo el esquema es iniciado
con la solucion MCE. Los resultados de este procedimiento
computacional son expuestos y discutidos en la seccion 7. El siste-
ma de ecuaciones (22) tiene una estabilidad distinta a la de las
ecuaciones normales para MCE con el que se diferencia por el se-
gundo término dentro del paréntesis. Obviamente, el estimador de
MDO es sesgado pero, si los elementos de A tienen error, también
es segada la solucion MCE.

Otras dos propiedades se pueden obtener con facilidad utili-
zando la ecuacion (12) para el término libre. Especificamente, la
suma de los residuales y la suma de las distancias ortogonales tie-
nen, cada una, valores nulos para los estimadores MCE y MDO,
respectivamente.

Para otras propiedades de los estimadores de MDO y MCE, se
puede consultar el texto de Van Huffel y Vandewalle (1991). Algu-
nos detalles adicionales son expuestos en las secciones 6y 7.

La obtencion de regiones de variabilidad de los parametros,
debido a la propagacion del error observacional a través de un ope-
rador o procedimiento de inversion, es un problema complicado pero
de importancia crucial. El Gnico caso relativamente simple, supo-
niendo estabilidad, es el lineal para estimadores minimo-cuadraticos
ya que el operador seudoinverso resulta lineal; en este caso, es po-
sible calcular facilmente las matrices de covariancias del estimador y
utilizar la propiedad de que el caracter gaussiano del error
observacional se transmite al del estimador. Para estimadores que
no son lineales y, peor, sin la suposicion de que los errores
observacionales tienen distribucion gaussiana, se cuenta con las si-
guientes lineas de accion. Una opcién es buscar alrededor de la
solucidn central a las soluciones que satisfacen, dentro de su error, a
los datos. La bUsqueda exhaustiva tiene un alto costo computacional
a medida que aumenta el niamero de incdgnitas. Ello lleva a aplicar
astucia en el modo de barrer el espacio de soluciones alrededor de
la solucion “central”. La técnica de busqueda “puercoespin”
(“hedgehog”, en inglés; v. gr., Biswas y Knopoff, 1974) es recomen-
dable en este caso. Otras tacticas de busqueda utilizan técnicas de
remuestreo; la de “bootstrap” (Efron y Tibishirani, 1986) ha sido
aplicada a nuestro problema por Kirby (1991); otras técnicas de
remuestreo son la de validacion cruzada (Golub et al., 1979) y
“jacknife” (Miller, 1974). La idea basica del remuestreo es seleccio-
nar al azar muchos subconjuntos de datos y, luego, calcular la varia-
bilidad de los resultados. Una Gltima opcion acude al caracter aproxi-
madamente gaussiano de la variabilidad de la solucién y ajusta una
(hiper)superficie de segundo grado alrededor de la solucion central
en la funcion criterio, con lo que se determina analitica 0 numérica-
mente la conducta asintotica gaussiana correspondiente; el capitulo
8 de Van Huffel y Vandewale (1991) ofrece expresiones Utiles para
esta Ultima opcidn.

En nuestros ejercicios de aplicacion, utilizamos la técnica
“bootstrap” para estimar la variabilidad del vector solucién. Esta
técnica consiste en producir un nimero alto de remuestreos, con
repeticion, del mismo nimero de mediciones que el original. Luego,
podemos calcular promedios y desviaciones estandares de las esti-
maciones obtenidas, para lo cual los histogramas correspondientes
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son de gran ayuda. La robustez del resultado con respecto a las
observaciones se mide directamente; por ejemplo, una recta que
depende criticamente de un punto aislado obtendra un grado alto de
variabilidad de sus parametros al utilizar “bootstrap” ya que habra
casos en que ese punto aislado no se toma en cuenta. Ante la
existencia de un nimero pequefio de mediciones que se apartan de
la conducta central predicha por el modelo, pueden aparecer maxi-
mos secundarios en los histogramas por las caracteristicas sefialadas
del remuestreo. Ello puede plantear la necesidad de filtrar los
histogramas, eliminando dichos méaximos secundarios si se conside-
ra que no son representativos. Si el maximo global tiene un valor
mucho mas alto que el de los locales y esta claramente separado de
ellos, tomamos dicho maximo global y su dispersién como represen-
tativos; con ello, evitamos que datos aislados y sesgados predomi-
nen en la estimaciones.

6. EL CRITERIO DE MDO COMPARADO CON EL
DE MAXIMA VEROSIMILITUD EN QUE TODAS LAS
VARIABLES ESTAN SUJETAS A ERROR GAUSSIANO

En esta seccién, usamos los errores de medicion para formar
criterios de estimacion. Para ello, necesitamos un modelo de error y
un criterio; es comun utilizar el modelo gaussiano y el criterio de
maxima verosimilitud (MV), respectivamente. Siguiendo un procedi-
miento estandar (v. gr., Kent et al., 1990), el logaritmo de la funcién
de verosimilitud resulta ser proporcional a

1 _
‘EZ(Ui — 1) Gt (U - ) (23)
=1
con la condicidn lateral, dada por el modelo,
u'x=0 (24)

y hemos adoptado v, ., =y, y x ., =-1 para hacer la notacion mas
compacta. La ecuacion (24) corresponde al modelo lineal utilizado
en la Seccion 2. La matriz simétrica C, es la de covariancias de los
errores de observacién. De este modo, maximizamos la siguiente

expresion con respecto a los valores promedios p,

1 _
—E(Ui‘Ni)TCiil(Ui‘ﬂi)“LAiUiTX (25)
donde A,es un multiplicador de Lagrange. La maximizacion permite

obtener la funcion criterio que debe optimizarse con respecto a los
coeficientes del modelo; ella (Kent et al., 1990) es proporcional a

T ou'x

-
& x G

(26)

N

X

Si los errores son iguales para todas las variables, resulta que L
es proporcional a

447



Estimadores de minima desviacion ortogonal; Caso lineal

XX+12( x=y;)? (27)

donde hemos vuelto a utilizar la simbologia de las secciones anterio-
res. Asi, el criterio de MV (con errores gaussianos) se reduce al de
MDO.

Otro caso, de mayor interés, es cuando todas las mediciones de
la misma variable tienen el mismo error y no tienen correlacién, aun-
que cada variable esta sujeta a un error distinto. Llamamos e, y ea
los errores de las variables independientes (u,) y dependiente ()),
respectivamente. Asi, (26) se puede escribir como

Liunef

1

L Zxkq( +17 Hey &0 (28)
ey =
que, con las transformaciones
RS TR RV ]
X < ey Uk < v Y ey (29)

toma también la forma (27). Este es el caso mas general que hace
equivalente los dos estimadores considerados en esta seccion. La
condicién general para que exista equivalencia es que el indice aso-
ciado a cada medicidn (J, en las ecuaciones 26 y 28) no puede par-
ticipar en la ponderacion de las variables independientes.

Concluimos que el criterio de MV, unido a la hipdtesis gausssiana
para los errores de observacién, toma mejor en cuenta a estos erro-
res en la estimacion de los parametros. Si los errores de medicion
de una variable son parecidos, se puede tomar el error promedio
para ponderar; si ello se justifica para cada una de las variables, el
método de MDO es recomendable. Si los errores individuales tie-
nen mucha variabilidad, es preferible maximizar (26); por ejemplo,
con un esquema numérico iterativo del tipo Newton-Raphson como
lo hacen Kent et al. (1990). Este esquema puede adaptarse
opcionalmente para calcular el estimador MDO; Watson (2002) usa
uno del mismo tipo al aplicar la norma / para la regresion ortogonal.

7. APLICACION

Los resultados de la aplicacién del método de potencias para
resolver (18) son expuestos a continuacion; luego, describimos los
resultados de la aplicacion del algoritmo que se basa en (22). Los
resultados de un método de busqueda directa en el espacio de solu-
ciones son expuestos al final de esta seccion.

La Tabla 1 (Middleton, 2000), que simplifica la de Forsyth y
Uyeda (1975), contiene valores de una variable dependiente (veloci-
dades de placas) e independientes (u,: area total de la placa; u,: area
de la parte continental; u,: longitud efectiva de la cordillera oceanica,
y u,: longitud efectiva de los limites con las trincheras correspon-
dientes). Las tablas 2 a 5 muestran los resultados del ajuste de los
criterios de minima distancia ortogonal y de cuadrados minimos
estandar en los casos que se describen a continuacion. No es la
intencion de esta seccion reemplazar el extenso analisis hecho en la
publicacion original. El propoésito de utilizar los datos de la Tabla 1
es discutir aspectos de implementacion del criterio MDO y compa-
rarlos con los resultados del criterio MCE.

La Tabla 2 resume los resultados de la regresién para los méto-
dos MDO y MCE cuando se utilizan las cuatro variables indepen-
dientes. El método MDO necesita cuatro iteraciones para obtener 5
cifras significativas en los coeficientes. No se ven diferencias en los
resultados de ambos métodos; esto se explica si se observan los
valores de las pendientes obtenidas. El hiperplano de regresion es
practicamente perpendicular al eje de la variable dependiente; por lo
tanto, ambos métodos (MDO y MCE) coinciden aproximadamente.
Esto plantea el problema de escalamiento (seccién 6) y el hecho de
que la ortogonalidad que aplicamos no es invariante a cambios de
escala. Es decir, un simple cambio de unidades en uno de los ejes
puede producir resultados diferentes.

La escala mas adecuada para las variables de un problema de
regresion resulta al normalizarlas en unidades de los errores de ob-
servacion correspondientes. En la seccion 6, hemos justificado este
procedimiento si, para cada variable, los errores son estocasticamente
independientes y con un mismo o muy parecido valor. Cuando no
tenemos informacion acerca del error de una variable, supondremos
que es del orden de unas pocas unidades en su Gltima cifra significa-

TABLA 1. Informacién Procesada
Placas Area Total Area Continental Longitud Efectiva Longitud Efectiva Zona Velocidad Placa
x 108 km? x 108 km? Cordillera Océanica Subduccién cm/afio
x 102 km x 102 km
Uq Up Us Uy Yy
NA 60 36 86 10 1.1
SA 41 20 71 3 1.3
PAC 108 0 119 113 8.0
ANT 59 15 17 0 1.7
IND 60 15 108 83 6.1
AF 79 31 58 9 2.1
EUR 69 51 35 0 0.7
NAZ 15 0 54 52 7.6
COC 2.9 [o] 29 25 8.6
CAR 3.8 0 0 0 2.4
PHIL 5.4 [0] 0 30 6.4
ARAB 4.9 4.4 27 0 4.2
Variables independientes (u; a us y dependiente (y) utilizadas en la aplicaciéon del procedimiento computacional. Tomado de

Middleton (2000) que a su vez, lo adapta de Forsyth y Uyeda (1975).
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Tabla 2. Comparacién: Métodos MCE y MDO
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Tabla 3. Comparacién: Métodos MCE y MDO

MCE MDO MCE MDO
Yy yhat res d yhat res d Yy yhat res d yhat res d
1.1] 1.30 -0.200 -0.1988 1.30 -0.195 -0.1944 11.00 13.00 -1.996 -1.4750] 12.86 -1.858 -0.7486
1.3 1.91 -0.614 -0.6113| 1.90 -0.605 -0.6023 13.0 19.14 -6.138 -4.5349 3.58 9.421 3.7961
8.0 7.84  0.156  0.1556 7.84  0.156  0.1557 80.0l 78.44 1562 1.1540] 67.55 12.449 5.0161
1.7 1.85 -0.150 -0.1495] 1.84 -0.143 -0.1428 17.0 18.50 -1.501 -1.1088§| 2.25 14.748 5.9424
6.1] 7.17 -1.070 -1.0658 7.18 -1.077 -1.0729 61.00 71.70 -10.702 -7.9067| 87.23 -26.227 -10.5674
2.1 0.98 1.116 1.1115 0.98 1.122 1.1174 21.0] 9.84 11.161 8.2458 1.58 19.421 7.8249
0.7 0.66  0.037 0.0366 0.67  0.030 0.0301 7.0 6.63  0.367 0.2715  33.92 -26.916 -10.8450
7.6 7.38 0.218 0.2169 7.39 0.212 0.2110 76.0) 73.82 2.178 1.6092 82.49 -6.492 -2.6157
8.6 6.03  2.571 2.5607, 6.03  2.568 2.5578 86.00 60.29 25713 18.9974] 62.68 23.321 9.3964
2.4 4.40 -2.004 -1.9957 4.40 -2.003 -1.9943 24.0) 44.04 -20.040 -14.8058| 36.81 -12.811 -5.1619
6.4 6.75 -0.355 -0.3532) 6.76  -0.364 -0.3622 64.0, 67.55 -3.547 -2.6206] 81.91 -17.908 -7.2156
4.2 3.91 0.294  0.2930 3.90 0.298 0.2969 42.0 39.06 2.942 2.1739 29.15 12.852 5.1783
Normas Medias: 1.07 1.07 1.07 1.07 Normas Medias: 10.70 7.91 17.05 6.87
Soluciones: Soluciones:
XMCE= 4.54710 -0.03767 -0.01529 -0.01442 0.08037 Xmce=  45.47098 -0.37668 -0.15291 -0.14425 0.80367
Xwpo= __ 4.54645 -0.03785 -0.01479 -0.01459 0.08072 Xupo=__40.03500 -0.84837 1.34984 -0.46923 1.54848
DEwpo= 1.1  0.021 0036 0.013  0.021 DEwpo= 10.5 0.16 0.28  0.090 0.19
Resultados del ajuste minimo-cuadratico estandar (MCE) y de Similar a la Tabla 2, salvo que los valores de la variable y se
minima distancia ortogonal (MDO). EIl vector de soluciones contiene multiplican por un factor de 10.
Xo Yy de X; a x4 (asociados a las columnas u; a us de la Tabla 1).
yhat: observacion predicha por el modelo y el ajuste; res:
residuales; d: distancia ortogonal. DE: desviacion estandar estimada Tabla 4. Comparaciéon: Métodos MCE y MDO
por “bootstrap” (Figura 4). MCE MDO
. . L . i yhat res d yhat res d
tiva. Al aplicar este criterio, resulta que las velocidades de placas 1.1] 3.10 -2.092 -2.0881 3.19 -2.089 -2.0851
tienen un factor aproximado de 10 en exactitud menor que las varia- é‘i S-Ig ﬁgi -i-iggg S-Zg -i-‘llgé -1-‘11;33
b]es |nd§pend|entes. De este modo, podemos simular la normaliza- 1 551 0911 09096 551 0906 09048
cién aplicando este factor de 10. Los resultados, que deben presen- 6.1 743  -1.329 -1.3271 744  -1.339 -1.3369
tar una situacion mas realista, aparecen en la Tabla 3, donde se g; zéi -i-gﬁ -i-gg;g géi -i-ggg -i-gggi
aprecian claras diferencias, incluyendo de signos, entre ambas esti- = 563 1970 19669 S 63 1966 10625
maciones. Como es de esperar, ambos métodos producen valores 8.6 4.06  4.538  4.5300 4.06 4538 4.5303
minimos de las normas medias en los valores que le corresponden, 2-: i-gé _%E -g-ggg i-gé -;-(2)2675 -g-gggg
de r.e5|du_ales para MC.E y de d|§tanC|§ or.tggo.nal para MDC_). Cpn Y% > 51 1580 15860 > 61 18504 15910
14 iteraciones, se obtienen 5 cifras significativas en la estimacién Normas Medias: 1.97 1.97 1.97 1.97
MDO. El costo en preferir los resultados del criterio MDO son, en Soluciones:
norma media de residuales, de 10.70 (MCE) a 17.05 (MDO) mien- x= 2.0111 0'0580505 = 2'600622 0'?3??
MDO— - -

tras que la ganancia para las distancias ortogonales es de 7.91 (MCE)
a 6.87 (MDO).

Middleton (2000) presenta, ademas, el resultado de la regre-
sion entre la velocidad de placay u,, cosa que también hemos hecho
para agregar un grado de visualizacién a las tablas numéricas. La
Tabla 4 y la Figura 1 entregan los resultados (3 iteraciones para el
método MDO) para este caso. Se aprecia, otra vez, que los resulta-
dos de ambos métodos son practicamente indistinguibles y puede
observarse que las rectas que resultan de los ajustes serian casi ho-
rizontales si, como ya hemos propuesto, las dimensiones de los ejes
se calculara en unidades del error de las mediciones y la unidad error
tuviera la misma longitud en ambos ejes. Esto implica aplicar al eje
vertical un factor aproximado de 10. La Figura 1 incluye curvas
simétricas alrededor de la linea recta MCE que corresponden a in-
tervalos de confianza del 95 %y 99 % para el valor central estimado.
La Tabla 5y la Figura 2 presenta los resultados (5 iteraciones para el
método MDO) cuando las velocidades de placas se multiplican por
un factor de 10; ello se hace, nuevamente, para simular una nor-
malizacion relativa de los ejes en términos del error. En este caso,
hay clara diferencia entre ambas rectas estimadas aunque, para efec-
tos predictivos, la diferencia esta dentro de la variabilidad permitida
de la solucién MCE al nivel del 95%. Las curvas que entregan los
intervalos de confianza no cambian relativamente a las de la Figura 1

Similar a la Tabla 2, salvo que la regresion es sélo sobre los valores
de uy (longitud efectiva del limite con zona de subduccién).

ya que se basan en la dispersion media de los residuales que depen-
den de la escala de graficacion del eje vertical; esta dispersion indica
que el error medio (una desviacion estandar) de las velocidades de
placa es de 0.8 [cm/afio] si es que aceptamos que la relacion lineal
es estructural (basada en la fisica del problema). Sin embargo, esto
no es probablemente cierto y el prop6sito geofisico de todo el ejer-
cicio es sélo semicuantitativo, es decir, en busca de correlaciones.
Obviamente, los errores de las velocidades no pueden ser tan gran-
des y es el modelo el que sobrestima este error. Para una discusion
acerca de las limitaciones y justificacion del ajuste por regresion,
véase Webster (1998).

Llamamos al algoritmo anterior A1, para designar como A2 al
que se deriva de aplicar iterativamente la ecuacion (22). La primera
aplicacion de A2 es indistinguible con los resultados mostrados en la
Tabla 2 para Al; la convergencia es rapida: en tres iteraciones se
obtiene lo mismo. Cuando lo aplicamos al segundo experimento (la
variable dependiente multiplicada por 10); sin embargo, los resulta-
dos fluctdian sin alcanzar convergencia en 500 iteraciones. Con el
objeto de entender mejor el comportamiento de este algoritmo, los
valores de las velocidades de placa se multiplicaron por diversos
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Figura 1. Resultado del ajuste MCE (cuadrados) y MDO (diaman-
tes) para y en funcién de u, (ver tablas 1y 4). En este caso,
ambos ajustes practicamente coinciden. Los asteriscos repre-
sentan los datos; los puntos sefialados sobre la recta de ajuste,
los valores correspondientes predichos, segun los parametros
estimados con el modelo lineal. Las curvas sefialan intervalos
de confianza del 95% (lineas segmentadas) y 99%b (lineas con-
tinuas) alrededor del valor central predicho por el criterio MCE.

factores entre 1y 10. Para factores mayores a 7.5, no se alcanza
convergencia mientras que para factores menores a 7.0 sucede lo
contrario. Para un factor de 7.0, los resultados oscilan fuertemente
en las primeras 10 iteraciones para luego, obtenerse 4 o 5 cifras
significativas en las componentes del vector de incégnitas a 60
iteraciones. No me pareci6 necesario aplicar alguna técnica de rela-
jacién para tratar de estabilizar el esquema: el algoritmo A1l parece
claramente preferible.

En vez de utilizar métodos numéricos para minimizar una fun-
cion criterio es posible obtener la solucién por una blsqueda directa
en el espacio de soluciones. En vez de una blsqueda exhaustiva
(muy costosa o llanamente imposible de realizar), se prefiere aplicar
una seleccion aleatoria en la busqueda, tal como en el método
genético. Esta opcién me parece mas eficiente que utilizar técnicas
de programacion lineal (simplex). La Figura 3 ilustra el muestreo

Tabla 5. Comparacién: Métodos MCE y MDO

MCE MDO

Yy yhat res d yhat res d
11.0 31.92 -20.916 -18.0893 29.23 -18.230 -14.6694
13.0 27.85 -14.853 -12.8453 24.07 -11.065 -8.9042
80.0 91.71 -11.708 -10.1259 105.22 -25.221 -20.2949
17.0 26.11 -9.111 -7.8798| 21.85 -4.852 -3.9043
61.0 74.29 -13.293 -11.4965| 83.09 -22.087 -17.7736
21.0 31.34 -10.336 -8.9389 28.49 -7.492 -6.0287
7.0 26.11 -19.111 -16.5283| 21.85 -14.852 -11.9513
76.0 56.30 19.702 17.0395 60.22 15.784 12.7012
86.0 40.62  45.376 39.243] 40.30 45.704 36.7776
24.0 26.11 -2.111  -1.8260| 21.85 2.148 1.7286
64.0 43.53  20.474 17.7064 43.99 20.015 16.1059
42.0| 26.11 15.889 13.7412 21.85 20.148 16.2131
Normas Medias: 19.69 17.02 20.47 16.47

Soluciones:

X= 26.1113 0.5805 x= 21.8519 0.7378
DEyvpo= 1.7 0.33

Similar a la Tabla 4 salvo que se aplica un factor de 10 a las
velocidades de placas.
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Figura 2. Resultado del ajuste MCE (cuadrados) y MDO (diaman-
tes) para 10 veces y en funciéon de u, (ver Tabla 5). Los demas
simbolos son iguales a los de la Figura 1.

para el caso presentado en la Tabla 5 y Figura 2; para el cual basta
con ampliar un par de veces la zona donde se encuentra la solucion
para determinar graficamente los coeficientes con las cifras significa-
tivas necesarias; esto es simple si se usa MatLab. El caso de tres o
mas incognitas se puede visualizar en proyecciones de combinacio-
nes de pares de incognitas si el nimero total de ellas no es demasia-
do alto. La ganancia adicional es que las lineas de nivel nos indican
la variabilidad de estimaciones, incluyendo la correlacion entre ellas.

Entregamos, enseguida, detalles de la determinacion de la
variabilidad de las estimaciones. En el procedimiento numérico-
computacional, tomamos 500 muestras de m mediciones; “bootstrap”
utiliza cada vez el mismo nimero de observaciones que en el con-
junto original, pero permite repeticion de ellas. Un generador de
ndmeros (seudo)aleatorios elige los elementos de cada muestra.
Luego, se estiman los valores de los parametros y se obtiene la esta-
distica de los promedios y desviaciones estandares. La Figura 3
contiene la mayor parte de las 500 estimaciones de los parametros
(parametro de posicién y pendiente) para el caso de la regresion de
la velocidad de placa con u,. LaFigura 4 presenta cinco histogramas
con la distribucién de los parametros obtenidos por “bootstrap”.
Hemos filtrado las estimaciones que se apartan claramente de la
distribucion central, es decir, la que entrega maximos globales; en
este caso, el nimero de muestreos considerados baja de 500 a 486.
El filtro elimina un vector-solucion completo si por lo menos uno de
sus parametros se aparta de la conducta central correspondiente.
Las distribuciones estandares resultantes estan incluidas en las ta-
blas 2, 3,4y 5.

8. DISCUSION Y CONCLUSIONES

El criterio MDO debe aplicarse cuando los errores de las medi-
ciones de las variables independientes son del mismo orden o mayor
que los de la variable dependiente. El procedimiento computacional
Al, basado en la interpretacion como cociente de Rayleigh de la
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Figura 3. Lineas de nivel de las funciones criterios MDO (figura superior) y MCE (inferior) para el caso tratado de la Figura 2 y Tabla
5. Se han rotulado las cuatro lineas de nivel mas cercanas a la solucion. Notese la equivalencia entre los resultados de esta figura
y los que se leen en la Tabla 5. La figura superior incluye las soluciones obtenidas por “bootstrap” (cruces).

ecuacion (17) y el uso del método de potencias para resolver el
problema asociado de valores caracteristico, es facil de implementar
y entrega resultados estables si es que no existe una acumulacion de
valores caracteristicos cerca del minimo correspondiente. Con la
hipétesis de que el problema esta bien propuesto o determinado,
para lo cual basta que las columnas de la matriz A en (3) sean
linealmente independientes, esta condicion esta asegurada. Cuando
ello no sucede, la literatura (Golub y Van Loan, 1980; Van Huffel y
Vandewalle, 1991; entre otras referencias) aconseja el uso de la des-
composicion de valores singulares.

Dado el enorme aumento en recursos computacionales
(CPU y memoria), el uso de métodos de bisqueda directa en el
espacio de soluciones ha ampliado su aplicacion en los Gltimos afios,
aunque todavia tiene un limite de alrededor de 8 incdgnitas. El caso
de ajuste a una linea recta es, por su uso frecuente, el mas estudiado
(Ward, 1940; Acton, 1966; York, 1966, entre otros) para calcular
sus coeficientes y la variabilidad empiricamente permitida de ellos.
Dada la facilidad de graficacion y de célculo en computadoras mo-

dernas, es posible dibujar con facilidad las lineas de nivel de la fun-
cion criterio, sefialar su valor 6ptimo y determinar la linea de nivel
que limita la region de variabilidad o confianza. El uso de amplifica-
cion de los dibujos directamente en pantalla nos entrega las cifras
significativas que necesitamos. Asi, el analisis del ajuste a una linea
recta se hace inmediato sin necesidad de acudir a recursos matema-
tico-numéricos propios de 20 0 més afios atras.

Al final, toda evaluacion parte del buen sentido comdn del
analista. Si los datos son extremadamente buenos (con respeto al
modelo), cualquier estimador también lo sera. Al revés, para datos
con mucha dispersion (con respecto al modelo) y donde se plantea
un mero problema de correlacion como el ejemplo tratado en este
articulo, se produciran resultados diferentes con técnicas diferentes
y con una significacion dificil de estimar. Sin embargo, la presencia
de ruido en las variables independientes, a nivel semejante 0 mayor
al de la dependiente, hace preferible la solucion MDO o la més ge-
neral de MV que esta descrita en la seccion 6.
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Figura 4. Histogramas de las estimaciones obtenidas al aplicar
“bootstrap” (500 soluciones) el criterio de MDO para el caso
descrito en la Tabla 2. De arriba hacia abajo, se encuentran las
distribuciones de x,a x,. Se aplicé un filtro que eliminé 14 solu-
ciones que se apartan claramente de la tendencia central en por
lo menos una de las componentes del vector de incégnitas.
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